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本 书 是 根据 L. K. Timsihy 5 B. E. Bona 所 车 的 State 
Space Analysis: an introduction 一 书 译 出 的 。 该 书 介 绍 了 状 
太空 间 分 析 的 初步 知识 ， 是 从 状态 空间 观点 来 盖 明 控制 过 程 数 学 
pirans —a Em ALTRE. 

译本 分 上 . 下 两 册 出 版 ， 本 书 为 上 册 ， 电 括 康 书 前 五 章 及 两 
个 附录 ， 主 要 内 容 为 ， 系 统 的 概念 : 有 限 稚 和 儿 量 空间 ， 和 矩阵 与 线 
性 算 子 ， 状 态 空间 与 状态 方程 线性 微分 系统 ， 

本 书 可 和 镍 为 应 用 数学 、 按 制 论 及 其 他 工科 有 关 专 业 的 师 生 的 
元 学 参考 书 ， 也 可 供应 用 数学 工作 者 及 有 关 工 程 技术 人 人 员 套 考 ， 
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本 书 是 根据 王 , K Timot y5 B. E. Boni 著 State Space Analysis: 
an introduction 一 书 译 出 的 。 读 省 介绍 了 状态 空间 分 析 的 初步 知识 ， 是 从 
状 坊 空间 观点 来 阅 明 控制 过 程 数学 原 更 的 一 本 较 好 的 入 门 书 . 

译本 分 上 ,下 两 册 出 版 ， 本 书 为 下 册 ， 包括 原 书 后 四 章 及 两 个 附 永 ， E 
要 内 容 为 平衡 点 与 稳定 忻 , 本 雅 普 诺 夫 稳定 性 , 离 敬 时 间 有 系统 , 可 控制 性 与 可 
X NTE. 
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也 可 供应 用 数学 工作 者 及 有 关 工 程 技 术 作 员 套 考 . 
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"E 译 者 的 项 


本 书 是 从 状态 空间 观点 来 澜 明 控制 过 程 数学 原理 的 一 本 较 好 
的 入 门 书 。 它 的 尾 点 是 精 各 地 用 数学 语言 表达 了 状态 空间 理论 的 
基本 要 点 。 此 书 在 第 三 ,四 章 提供 了 必要 的 数学 基础 理论 ,因此 对 
于 工程 技术 人 员 ， 读 起 来 是 方便 的 。 它 所 提供 的 实际 例题 都 是 十 
' 分 简单 的 ， 因 而 又 适用 于 数学 工作 者 。 所 以 此 书 不 但 是 一 本 较 好 
的 教材 ， 而 且 对 于 对 状态 空间 控制 理论 有 兴趣 的 应 用 数学 工作 者 
与 工程 技术 人 人 员 来 说 也 是 易 读 的 参考 书 。 因 此 我 们 认为 有 必要 把 
此 书 介绍 络 国内 广大 读者 . 

1979 年 我 们 曾 把 此 书 作为 常 微分 方程 与 控制 专业 研究 ER 
用 教材 ， 教 学 双方 都 认为 这 是 一 本 合适 的 教学 用 书 ， 

对 原 书 中 印刷 上 的 错误 我 们 都 尽力 加 以 改正 ， 有 些 定理 漏 了 
的 条 件 都 补 上 了 。 倘 因此 而 引起 错误 ， 概 由 译 者 仙 责 . 


译 者 1981 年 国庆 和 节 于 北京 工业 学 院 
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ACHWOE JEAN A VENDER. AUR ERE 
述 从 工程 师 疯 点 看 来 也 许 是 稍微 严格 些 ， 可 也 不 是 从 数学 家 的 观 
点 来 处 理 的 。 在 本 书 的 写作 上 ， 我 们 试图 用 自然 而 又 精确 的 数学 
语言 表达 状态 空间 理论 的 基本 要 点 ， 也 试图 保持 一 定 程度 的 数学 、 
严密 性 ， 但 不 是 为 了 严密 而 严密 。 从 数学 上 说 ， 书 中 内 容 大 约 介 
于 工程 师 的 传统 “应 用 ?数学 与 数学 家 的 “纯粹 ?数学 之 间 ， 

我 们 认为 关于 这 个 内 容 的 流行 书籍 不 是 写 给 “理论 家 ?的 〈 严 
褚 的 数学 ) 就 是 写 给 工程 师 的 (数学 手册 )。 因 此 我 们 力求 使 这 本 
书 能 把 理论 家 和 实际 工作 者 之 间 的 空白 沟通 起 来 而 不 偏 于 那 一 方 
面 。 本 书 是 为 大 学 三 、 四 年 级 和 第 一 年 研究 生 写 的 ， 

本 书 内 容 并 不 专 对 工程 的 某 种 特殊 领域 。 我 们 着 重 于 把 数学 
概念 与 有 关 的 动态 系统 相连 系 , 不 论 后 者 在 性 质 上 是 电学 的 , 视 械 
的 还 是 化 学 的 ， 从 状态 空间 的 观点 研究 动态 系统 的 微分 方程 ， 而 
不 管 其 起 源 ， 此 外 ,采用 的 工程 学 科 的 例题 都 十 分 简单 ,我 们 不 去 
阅 述 例如 自动 者 驶 装置 或 原子 核反应 堆 询 控制 问题 等 传统 例子 ， 
这 些 复杂 而 深奥 的 例子 使 读者 加 重负 担 而 且 可 能 分 散 对 数学 概念 
的 注意 力 。 大 量 的 练习 题 列 在 每 章 的 后 面 ， 这 些 练习 题 从 内 容 和 
13 432 73-1: 

DET IE 3 EE P ES ADT PEE bk P 
自封 的 .。 换言之， 我 们 认为 这 本 教科 书 可 以 容易 地 作为 系统 理论 
的 初 缓 课本 ,虽然 我 们 假定 读者 已 经 学 过 微分 方程 课程 甚至 一 些 
拉 普 拉 斯 变换 理论 ， 但 是 并 不 要 求 这 些 科 目 中 的 某 些 深 的 知识 。 
本 韦 首先 讨论 的 是 和 状态 空间 分 析 方 法 有 关 的 梳 念 与 数学 。 例 如 
第 二 ,三 章 中 介绍 了 应 用 于 状态 空间 分 析 的 基础 数学 。 在 这 两 章 

" j œ 
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中 对 线性 空间 与 答 阵 理论 作 了 扼要 击 广 泛 的 论述 。 在 第 二 章 “ 有 
限 维 关 量 空间 ”中 借助 于 几何 的 直观 想法 建立 了 线性 空间 的 数学 ， 
对 于 状态 空间 分 析 这 是 基本 知识 。 我 们 认为 对 线性 空间 的 严密 性 
必须 预先 有 牢固 的 基础 。 

必需 的 数学 的 绝 大 部 分 已 包含 在 第 二 ,三 章 中 .如 果 要 学 习 这 
两 章 的 整个 内 容 大 约 需 要 一 个 季度 。 可 是 我 们 要 指出 ， 这 两 章 的 
内 容 并 非 在 以 后 学 习 中 都 是 必需 的 。 对 于 全 书 各 章 也 是 一 样 的 ， 
这 就 是 说 ， 有 些小 节 可 以 越过 而 不 失 连 贯 性 ， 有 些 内 容 在 以 后 的 
学 习 中 是 必要 的 ， 读 者 也 可 以 把 这 些 内 容 的 学 习 推迟 到 需要 的 时 
&. 例如 第 二 章 的 和 2.7 582.10 可 以 越过 而 不 失 过 贯 性 ， 第 三 
章 中 读者 可 推迟 或 越过 3.6, 引 3,7 783.13. 

一 般 说 来 ,这 本 书 的 广泛 的 内 容 需 要 不 少 于 两 个 季度 的 学 习 
和 如果 教师 认为 第 二 、 三 章 的 内 容 是 学 习 状 态 空间 分 析 必 须 预 先 具 
备 的 ， 可 以 把 第 四 到 九 章 的 绝 大 部 分 内 容 安 排 在 一 个 季度 内 ， 

参考 书 以 著者 字母 为 序列 在 每 章 之 后 ， 在 书 中 引用 参考 书 处 
以 方 括号 列 出 著者 姓名 及 发 表 年 代 ， 例 如 [Murdock,1957]。 方 
括号 是 提 根 读者 注意 ， 这 里 是 表示 参考 文献 ， 标 出 年 代 是 避免 仿 
x. 


我 们 感谢 在 Autonetics, Xt 9L Jm NAE ZR ARE XXE 


同事 和 学 生 们 对 本 老 的 准备 工作 提出 的 建议 和 批评 ， 尽管 本 书 还 
有 许多 献 点 ， 我 们 认为 这 种 友好 的 意见 已 使 本 书 成 为 一 本 较为 多 
读 的 书 。 
L.K. € 
B.E.M 纳 
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第 一 章 预备 知识 


1.1. 5S 


3t JGITRHBAE CEN ROB XR UAE SEHE S EONE 
概念 与 想法 。 我们 给 出 系统 概念 的 有 点 叙述 性 的 描述 并 且 列 出 要 
研究 的 系统 的 类 型 ， 


1.2. 系统 概念 


系统 这 个 术语 是 全 书 经 常 使 用 的 我 们 不 想 给 出 系统 的 一 个 
明确 且 精 密 的 定义 。 相反 , 下面 这 个 有 点 明显 且 直 观 的 定义 对 于 
我 们 的 种 要 来 说 就 是 足够 的 了 ， 一 个 物理 系统 S 定义 为 读物 理 元 
素 或 对 象 之 闻 的 一 个 关系 ， 而 一 个 抽象 系统 仿 定 义 为 一 个 数学 过 
程 。 这 个 定义 是 有 点 含糊 的 ,但 是 对 我 公 的 目标 来 说 是 适当 的 , 因 
为 系统 的 概念 对 读者 的 掌 担 来 说 首先 是 一 个 直观 的 想法 ， 下 面 的 
例子 说 明 物 理 系统 的 概念 . 

M 1.2-1 XXE 1,2-1 Bro B) ARES, 5... — 系统 S. 在 性 质 上 是 Jy 
党 的 ,对 点 的 元 高 是 原 动 万 、 弹 赞 、 DEDESERIDEE. RA S, E ALEEA 
的 ;对 应 的 元 件 是 电源 、 电阻 、 电 容 及 电感 。 描述 这 些 元 性 互 相关 联 及 互相 
作用 的 数学 模型 分 别 为 l 


d'y dY ou 
mge trar t Y= 


LA Bim f idi=? 


Jb mrk E FOSECFOSULR. SRPRORIS ERU C, MEENE S 的 原 
动力 ;而 L, E, C E uU 对 应 于 P HER, 电阻 ^ 电容 及 Si mmi. 记号 Y 
E i REFIR. Ld RETI. 


1111048 .1- 
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图 1.2-1 两 个 物理 系统 的 岗子 ,二 | 与 S: 


系统 的 概念 是 相当 广泛 的 ， 它 并 不 中 于 如 上 所 述 的 简单 力学 
及 电学 装置 ,这 个 概念 同样 可 用 于 更 举 奥 复杂 的 系统 ,例如 汽车 与 
导弹 ,也 可 用 于 其 它 领域 ,例如 生物 学 、 社 会 学 、 商 业 其 至 于 农业 ， 
在 农业 中 就 遇 到 灌溉 系统 .我们 所 采用 的 观点 一 般 来 说 是 数学 
的 .我 们 不 打算 列 出 各 种 系统 的 众多 的 数学 模 型 , 而 是 把 这 个 方 
面 的 问题 留 给 各 种 专家 们 。 然 而 在 例 8.2-1 中 我 们 描述 了 一 个 
抽象 系统 并 建立 了 适当 的 数学 模型 。 读 老 无 疑 会 遇 到 或 关心 这 个 
系统 ,因为 它 在 商业 界 是 经 常会 出 更 的 ， | 

本 书 几 乎 完全 专门 致力 于 动态 系统 。 我 们 仍 不 会 给 出 动态 系 
统一 个 确切 的 并 公理 化 的 定义 [Kalman ,1963]。 对 我 们 的 自 标 来 
说 ,动态 系统 是 一 个 系统 ,其 输入 与 输出 是 用 微分 (或 券 分 ) 方 程 织 
关联 起 来 的 ， 

让 我 们 把 上 述 的 动态 系统 的 定义 和 诛 因 与 结果 的 观点 即 因果 
律 联 系 起 来 ， 考 罕 宏 观 质 点 系 在 一 组 力 的 作用 下 的 运动 ， 游 现在 
的 位 置 和 动量 以 及 现在 与 未 来 的 力 均 为 已 知 时 ， 则 根据 牛顿 力 
学 , 质点 系 的 未 来 的 适 动 就 完全 确定 了 。 米 来 的 力 对 现在 是 没有 
影响 的 〈 非 预期 系统 ), 且 系统 如 何 达到 它 现 在 的 状态 也 是 不 重要 
i. 
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依据 定义 ， 对 质点 系 的 输 和 人 是 力 。 系 统 的 输出 可 定义 为 能 直 
接 观 测 的 任何 变量 (位 置 或 动量 )。 系 统 的 运动 自然 是 由 牛顿 力学 
所 导出 的 一 组 微分 方程 所 描述 。 质 点 的 位 置 和 动量 完全 确定 了 系 
统 的 运动 ,它们 描述 着 系统 的 状态 . 直观 地 说 ， 系统 的 状态 是 关 
于 系统 的 过 去 的 现在 信息 的 最 小 量 ， 它 能 使 我 们 预料 过 去 对 将 来 
的 影 啊 ， 用 于 摘 述 系统 状态 的 变量 称 为 状态 变量 

状态 及 状态 变量 的 概念 在 本 书 中 是 要 充分 地 阐述 的 ， 用 这 些 
概念 来 分 析 系 统 需要 足够 的 有 限 维 矢量 空间 或 抽象 线性 代数 以 及 
有 关 的 炬 阵 论 的 数学 知 识 。 这些 内 容 将 在 第 二 便 及 第 三 谷中 介绍 
z. | 

现在 介绍 控制 系统 的 概念 。 在 控制 系统 工程 师 的 口语 中 , 一 
个 控制 系统 被 认为 包含 两 个 基本 部 分 ， 即 被 控 系 统 5( 也 称 为 装置 ) 
和 控制 器 ， 如 图 1.2-2 所 未 ， 由 被 控 系 统 ( 装 置 ) 与 控制 器 所 构成 
的 “组 合 系统 "通常 称 之 为 控制 系统 ， 


图 1.2-2 控制 系统 的 两 个 部 分 . 
: 一 般 区 分 控制 系统 为 开 环 识 闲 环 ， 闭环 系统 也 常 称 为 反馈 系 
统 或 反馈 控制 系统 .在 开 环 系统 中 ， 控 制 咒 命令 装置 按照 参考 输 
人 “动作 "”。 如 图 1.2-2 的 大 反 乌 线 在 并 环 系统 中 是 不 存在 的 。 换 
言 之 ,系统 的 输出 不 能 以 任何 直 搂 方式 用 以 控制 装置 
A R. sp i.2-2 所 指出 的 参考 指标 与 系统 的 输 
出 均 送 入 控制 器 。 控 制 器 使 系统 的 输出 与 参考 指标 相 比 较 ， 并 强 
迫 或 命令 系统 按照 这 两 种 信号 之 差 (在 某 种 蔬 关 下 ) 为 最 小 来 “ 动 
fE”. 从 控制 器 出 来 的 信号 ( 称 为 指令 或 控制 ) RTRA (装置) 


t Z è 
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B MEE RE HARR RICO ELDER | 
反馈 系统 的 概念 不 仅 可 用 于 机 器 .上 , 也 可 用 于 各 种 被 控 动 态 
过 程 : 作为 一 个 例子 , 考察 保险 公司 的 业务 . 管理 处 在 确定 保险 


人 保险 率 及 股东 红利 的 意义 上 可 认为 是 控制 器 。 在 这 时 参考 指标 


不 最 太 红 利和 最 小 保险 率 。 到 局 来 源 于 保险 人 和 股东 。 管理 处 以 
PRA IOS: T ESL SER TE PIE 35 2 TIC VE Dt o Hn E BE 
可 以 调整 保险 率 并 发 出 新 的 指示 ， 


人 和 动物 的 帘 官 功能 是 反馈 过 程 的 另外 一 些 例 子 , 例 dn, 就 
| 人 的 眼睛 来 说 , NEG TE RE HOC £8 SE B Gc RNE E. A 


视网膜 上 光线 术 强 了 ,这 个 信号 反馈 到 虹膜 ， SUIS SET RU ERE 
以 接收 适量 的 光线 ， 


谈 到 电动 机 器 ,传统 地 说 ,人 就 是 控 似 党 。 例如 在 桔 床 的 操 铸 


E, 5 AS HRE ÁREA Bas SEULS 0738 R 09 f8 Ee 5s 
度 时 ,， 人 就 起 到 了 控制 器 的 作用 . (这 个 例子 是 开 环 系 统 或 者 闭环 
系统 的 说 明 .) 今 天 ,更 复 末 的 机 荆 已 被 设计 出 来 ,它们 承担 控制 器 
的 作用 ,一 个 数字 计算 机 就 能 按 程序 发 出 命令 使 车 未 库 整 速率 和 
”使 切 痢 工具 变动 骨 府 与 深度 .在 奈 床 上 由 计算 机 把 毛坯 的 形状 与 
模型 (参考 物 ) 相 【比较 , 当 有 形状 与 模型 一 致 时 , 计算 机 命令 系统 进 
行 下 一 步 操 作 . 

如 前 面 例 子 中 所 指出 的 , 反馈 原理 足 任 一 个 动态 过 程 成 功 " 
制 为 基础 、 我 们 生活 在 一 个 有 话 为 的 世界 上 ;人 要 出 生 , 成 长 与 死 
亡 ; 我 们 朗 舌 办 中 学 和 大 学 ; 村 组织 社团 和 政党 ; 要 建造 桥梁 、 会 


路 与 机 上 。 这 一 世 活 动 的 成 功 的 操作 依赖 于 反馈 原理 .人 作为 控 


制 器 与 被 控 系 统 之 间 信 息 的 流通 在 这 一 切 活 动 中 是 能 被 认识 的 ， 
我 们 看 到 的 是 人 根据 系统 相对 于 某 个 理想 来 说 不 完全 的 性 能 不 断 
调整 此 系统 的 控制 ， 

适用 于 机 器 及 电子 设备 上 的 各 种 不 同 现 点 的 反馈 原理 的 形式 
化 ， BT POSUI UN DOS 美国 的 米 诺尔 斯 基 1922]. 


EEr a 
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们 的 目的 ， 

在 本 书 中 ,分 析 与 设计 的 一 般 问题 细 分 起 来 如 图 1.2-4 所 列 . 
我 们 考察 与 装置 分 析 有 关 的 三 个 基本 论题 ， 

1. 数学 模型 .确定 系统 的 一 个 适当 的 数学 描述 (模型 ). 

2. 可 控制 性 ,确定 是 否 可 能 用 一 个 命令 或 控制 信号 来 影响 
装置 的 所 有 状态 变量 . ! 

S. TAMH. 从 吻 测 定 的 输出 ， 假如 可 能 的 话 ， SHREE 
的 所 有 状态 变量 ， 


执行 指标 


— Epp: 


Pu ERAR 
HH 1.2-4 一 个 一 般 的 控制 系统 ， 


控制 器 的 设计 与 分 析 通 常 包 含 下 列 项 目的 考察 ， 

4， 热 行 指标 。 要 求 执行 的 指标 必须 定好 。 这 样 的 指标 的 D 
子 如 景 少 时 间 .最短 距 离 . 最 小 能 量 或 这 些 指标 的 组 合 。 
5. 容许 控制 信号. 规格 或 要 求 必须 定好 ,用 来 鉴定 容许 控制 
信和 号。 . 

6、 控 制 逻辑 ，4,5 两 项 定好 以 后 , 综合 一 个 最 优 控 制 或 接近 
最 优 控制 。 这 就 是 一 个 最 好 的 或 接近 最 好 的 控制 可 从 容许 控制 中 
挑选 出 来 使 得 系统 从 某 个 初 态 “运动 ”到 某 个 所 要 求 的 终 乱 ， 而 
执行 指标 在 某 种 意义 上 是 被 满足 的 ,图 1.2-5 说 明 几 条 可 能 的 途 
径 , 沿 着 它们 控制 器 可 命令 装置 来 运动 . 

7. 滤波 .通常 ,控制 器 制定 依赖 于 系统 的 状态 的 控制 信 号， 
因而 包含 在 控制 器 中 是 一 个 由 被 观测 的 输出 计算 、 合计 或 确定 A 


* 6 + » 


aree m 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


统 的 状态 的 装置 ， 
8， 稳 定性 .闭环 
系统 的 稳 定性 必须 确 
E. 稳定 性 的 考察 当然 。 ay 
影响 到 控制 器 的 设计 . | 
本 书 的 目的 只 处 理 
控制 系统 问题 的 分 析 方 面 。 从 4 到 7 所 指 的 设计 方面 以 及 数学 模 
” 列 的 论题 都 不 加 考虑 ， 关 于 稳定 性 、 可 控制 性 及 可 观测 性 诸 分 析 
论题 在 第 七 章 和 第 妃 章 中 将 从 介绍 性 课程 的 观感 来 处 理 ， 


1.8. 结束 语 


在 这 一 童 我 们 介绍 了 系统 概念 的 一 些 直 观 思 想 . 我 们 承认 这 
个 定义 是 含糊 的 ,但 是 觉得 在 系统 理论 的 介绍 性 课程 中 是 够 用 的 ， 
在 以 后 各 章 将 涉及 在 状态 空间 中 分 析 系 统 的 性 坊 或 运动 的 问题 ， 
”我 们 将 不 详细 讨论 适当 的 系统 模型 的 确定 问题 , 而 宁可 留 给 各 自 
”的 专家 们 去 列 出 他 的 系统 的 数学 模型 。 
控制 系统 的 分 析 与 设计 本 身 就 是 一 个 反馈 过 程 . 分析 与 设计 
从 某 些 合 适 的 ,但 或 许 是 近似 的 和 不 适当 的 模型 开始 , 作 了 适当 的 
分 析 与 鉴定 之 后 ,这 个 模型 可 得 到 改进 。 于 是 分 析 导 向 更 进 一 步 
的 设计 与 分 析 . | 
BEHRA FRE EHE SS PEE — P TE B RR E f DLP 
工具 是 本 书 的 主要 目的 ， | 
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第 二 章 ”有 限 维 矢 量 空间 


2,1. 引言 


本 书 极 大 部 分 致力 于 线性 系统 的 研究 。 其 理由 是 双重 的 ， 分 
析 技 术 得 到 了 充分 的 发 展 和 了 解 ， 且 许多 物理 系统 的 动态 用 线 幅 
近似 来 描述 就 满足 要 求 了 .因此 线性 系统 及 其 有 关 的 分 析 技 术 的 
研究 对 于 状态 空间 技术 的 初步 研究 提供 一 个 方便 的 起 点 ， 并 且 对 
进一步 的 研究 建立 了 必要 条 件 .第 二 剖 和 第 三 章 介绍 数学 的 基本 
原理 ， 它 用 于 插 述 和 分 析 多 输入 多 输出 复杂 的 线性 系统 . 

无 疑 学 生 对 “矢量 ”这 个 词 是 熟悉 的 ， 与 它 有 关 的 几何 观念 是 
有 疝 线段 一 一 个 矢量 有 大 小 与 方向 。 用 自由 矢量 找 述 的 物理 量 
包括 力 ,速度 和 加 速度 .一 般 来 说 ,这 些 矢量 都 设想 在 二 维 空间 或 
三 维 空间 中 ， 如 在 解析 几何 和 力学 中 一 样 . 

在 下 列 各 节 中 我 们 推广 矢量 的 定义 并 介绍 矢量 空间 的 概念 . 
我 们 从 像 与 力 这 样 的 自由 矢量 相 联 系 的 基本 的 几何 观念 出 发 来 创 
立 理 论 ， 并 且 为 了 易于 一般 化 而 定义 锋 量 的 代数 表达 式 。 这 个 广 
法 是 为 了 从 二 维 与 三 维 问题 顺利 过 渡 到 % 维 问题 做 好 准备 。 从 直 
观 的 或 几何 的 方法 建立 了 基本 概念 之 后 ， 我 们 把 为 更 一 般 的 矢 显 
与 矢量 空间 桥 念 所 共有 的 抽象 定义 与 运算 盖 述 为 一 组 公理 。 在 我 
们 的 课程 中 将 看 到 矢量 的 各 种 形式 与 自由 矢量 的 物理 概念 无 关 . 
虽然 如 此 ,在 这 种 情况 下 我 们 并 不 完全 抛弃 几何 的 讨论 ,因为 直观 
能 帮助 我 们 去 说 明 与 解释 许多 结果 . 


2.2. 标量 与 数 域 


下 各 我 们 提 到 标明 .和 关 生 与 数 域 ， 对 我 们 的 是 的 来 说 ,实数 的 
ROLLE ESSE o HX d RET ENSCEJEmaribp EE. m 
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有 必要 区 分 实 标量 与 复 标量 时 , 我 们 将 明确 说 明 标量 的 类 别 ， 

数 域 定义 为 LHalmos ,1958] 在 加 , 减 , 乘 与 除 四 种 初等 运算 下 
站 封 于 的 数 的 集合， 考 对 计数 集 的 任何 两 个 数 4 与 5x0， 数 a/b 
也 十 此 集合 中 的 一 个 数 , 就 党 数 集 在 除法 下 是 封闭 的 ， SEG dcm 
加 .减法 ,乘法 下 是 封闭 的 可 相 拟 地 定义 ， 正 上 丈 数 集合 在 加 法 下 是 
封闭 的 , 但 在 减法 下 就 不 是 ， 全 体 实 数 的 集合 和 全 体 复数 的 集合 
都 是 数 域 的 例子 . 


2.5. 线性 空间 的 基本 概念 


我 们 现在 引入 并 说 明 线 性 空间 的 一 般 征 念 . (由 于 在 邻 后 的 讨 
论 中 将 成 为 十 分 明显 的 几何 理由 ， 我 们 经 常 把 线性 容 间 称 为 儿 量 
空间 , 而 其 元 素 称 为 矢量 )。 线性 空间 定 多 为 对 象 或 元 素 的 集合 ， 
它 在 加 法 与 标量 莱 法 下 是 封 亲 的 .我们 称 这 个 集合 《线性 空间) 
的 对 象 、 元 素 或 成 员 为 矢量 ， 线性 空间 或 矢量 空间 的 正式 定义 在 
2.5 Tii. 下面 的 例子 对 一 个 熟悉 的 泉 量 空间 苔 出 了 物理 解 
TÉ. 
f4 2.3-1 SFR UG 与 握 , 其 几何 表示 如 图 2.3-1 所 示 、 我 们 把 zy 
于 面 于 所 有 的 力 定 为 一 个 
集合 , 力 f. 与 f, 在 平面 上 ,因此 
是 这 个 集合 的 元 素 ， 这 个 集 合 
在 加 法 下 显 热 是 封闭 的 , 因为 
Eie (wy 平面) 中 任何 两 个 
. 力 欧 和 也 是 这 个 集合 中 的 一 
个 力 ， 例 如 在 图 2.3-t 中 和 或 
AJETE E xy E m Eg 
一 个 力 , 因此 出 定义 也 是 这 个 
Bj 2.3-1 zy 平 各 上 力 的 集合 . 集合 中 的 一 个 元 洲 , 基 次 , 若 f， 
ECT, 用 实数 aR, PENJ of, 5 ot, 也 是 平面 上 的 力 ,因此 也 是 此 你 全 的 


wd 


人 S ee pp rs: LI be ul JH res: HR RR RR RR RR RR Pe nn -esi p E a i: 
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E: 3 | 

在 例 2.3-1 rni 209 SR cc; ts RE RE TE BERE. DN 
此 它 是 一 个 线性 空间 或 矢量 空 问 。 由 于 力 是 实 的 且 a 也 是 实 的 ， 
比 空间 可 更 恰当 地 称 为 实 矢 量 空间 或 实 线性 空间 或 实 域 上 的 矢量 
zl. 


4. n 维 空间 


为 了 扩充 这 些 概 念 到 工 维 空间 RAEL REM R” 
示 法 或 点 表示 法 着 手 , 这 相当 于 几何 表示 法 。 图 2.4-1 表示 一 个 
矢量 v， 其 始点 在 坐标 原点 而 其 终点 由 有 序数 组 34,V2,83 给 出 ， 
此 数值 由 所 示 的 坐标 系 测 定 . 


Xal 


Qu, us, ta) 


Xi 


(v, Un Usa) 


图 2.4-1 ZERENA. 
矢量 vy AZAA v va, vs E— HE. 此 数组 称 为 矢量 关于 从 
inih Xi Xa Xo potir [ Murdoch, 19571. 5E SR Xi, Xu. X5 
”被 改变 ,这 三 个 数 也 要 改变 . 对 的 代数 或 点 表示 法 可 号 为 
01 


(1) 


THU. HEPER 0s gs EATER XXE Xa taniy. 
iB Tuo ic s a COSE RE RO Je ERO RUE RE 
=. 11] >œ 
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4 758A uis ui, us 为 坐标 的 第 二 个 关 量 u， 它们 的 和 Qu+Y 
大 按照 平行 四 边 形 法 则 构成 的 矢量 Ww。 如 图 2.4-1 Bros, Aw 
的 坐标 是 Mir. uo Ui. ua b Uu. 这 就 是 说 恬 昌 Ww I UU AS 
为 
ui HY 
(2) 


Ww —| Wd: vs 


Ha Fa 
€ 2 ) 式 的 几何 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 

关于 矢量 的 一 切 运 算 及 法 则 在 这 里 不 再 列 出 。 我 们 更 关心 的 
是 把 矢 亚 的 代数 观点 推广 到 二 维 去 ， 这 无 疑 是 没有 困难 的 .例如 
25 EJE An 


v-|. (3) 


Mod, OOXGLEUECOAOHUU, 3x n AUR Heim tests 
ERE v KAFEAREN BRAX Xatt Xa 的 坐标 . 因而 
《3) 式 定义 了 矢量 关于 坐标 系 Xi X2, o XS BEES. 

为 了 现在 的 目的 ,我 们 设想 玲 标 vase ,vs 是 标量 域 中 的 
数 。 特别 是 现在 关心 的 是 实 域 .这 时 ,矢量 v 称 为 实 矢 其 或 实 域 
二 的 笑 其 ， 在 本 书 中 的 大 部 分 ,我 们 所 关心 的 是 自 (3) 式 所 定义 的 
n ERE. n 个 有 序数 (坐标 矢量 ) 的 矢量 空间 , 车 此 空间 为 实 的 
称 为 R", 车 此 空间 为 复 的 称 为 C" [Halmos, 1958], 今后 将 会 遇 
到 其 它 形式 的 矢量 和 儿 量 空间 并 且 给 出 R 与 OC 的 更 一 般 的 定义 ， 

现在 我 们 来 证 明 n 有 序数 或 * 维 集合 在 加 法 与 标量 乘法 下 是 
封闭 的 。 亦 即 个 有 序 实数 (n 维 ) 集合 是 一 个 线性 空间 ( 称 为 
R”), 

设 x Ey XERBTMSnSnBEBEOGUP EXE 5y. 


+ J2 » 
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Ta ys 
X= e. p y. (4) 
Ca i Yn 
如 图 2.4-1 Bras 55 EL AREMA A x CY EIRA 
| tity: 
To yo 
z—x-4y— (5) 
Ea Y 


因为 和 x+y=z 也 是 R 中 的 一 个 实 笑 量 , 故 这 个 集合 在 加 法 下 
EHAR. E kA KARE Rx 称 为 x IER EA 


kx, 
Rx. 
kx = . (8) 
kx. 
iE (6) 式 中 的 矢量 是 RI 中 的 实 矢 量 ， METES ERETTE 
zn 
TG DIMECELEE — CEREALES RCCRBR ZU RURO. Æ R 中 
AR | 
| 0 
Ü 
0 一 | . C 
Q 
REHE x EEZ Ap, M 
z—x-kx (8) 


tinie CBE BE SI E — Ar TRE Z B] RU RH. Fok NA 


z—x-d-(—x)-—x-—-x-—L[, 


s Jj = 
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对 于 (4) 式 中 的 矢量 x, 有 
| 41— 3X1 


4277 E35 


是 一 至 一 


tee O 


| da 7 X TEE 
顺便 可 以 得 出 一 个 矢量 空间 在 减法 下 是 封闭 的 ,例如 x 与 y 都 
ERA RIRE, FEÆ—y 也是, 其 和 和 + (一 y) 也 是 此 空间 中 的 
AGE. 但 是 | 
Xt(—y)-—x—y 
因此 这 个 空间 在 减法 于 是 封闭 的 . 在 给 出 矢量 空间 的 正式 定义 二 
前 ， 先 举 一 个 纯 代 数 的 例子 ， | 
84 2.4-1 EXER EUE 

Auti F GT Hit = 0 

Ga, F Gafa 0,,2,— 0 id 
ESEA 2023 E SLE. Eo FEL SE, 0. — x. 0 4E, B EJLA h, UE 

Cnt KE di di dy (10) 
2e Ji PHBIOTEAEPRS PLIN, GR ÉCHAERRGX US PRNEBDGRCR RS ISQO RUD -- 
臻 ;可 将 上 述 解 矢量 列 成 


0 e d, 
四 一 ĝ s C-—| Cg " q= d. 
心 Ca da 


为 要 证 朋 此 上 方程 组 (9) HERA Ekhi, 需要 证 明 解 集合 在 加 法 与 数 
3E TEHA. 说 a 与 8 为 标明 ,显然 ac 或 Ud 是 解 。 例 如 考察 ac, 


i | 


(11) 


Es ee daala =À 
由 于 从 方程 组 (11) 可 多 去 a, 故 ac 为 一 个 解 , 旦 此 集合 在 慰 昌 乘法 下 是 封 朵 
的 。 容易 看 出 和 ac 二 Bd 也 是 一 个 和 解 。 所 以 解 的 集合 在 加 法 下 也 是 封 闲 的 ， 
于 是 一 奢 解 更 业 合 ; 即 (10) 中 的 有 证 歼 组 戌 为 一 个 矢量 空间 。 方 程 组 (9) 称 
为 此 尝 间 时 方 程 组 。 因 为 方程 组 C9) 的 解 的 集 冶 为 一 个 线性 空间 ,此 方程 疆 
称 为 线性 方程 组 . Gh ed $E 2.9.) 


+ Jd.» 
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2.5. 矢量 空间 的 抽 荣 定义 


数 球 三 上 的 条 量 空 间或 线性 空间 由 一 个 集 台 焉 组成， 多 中 沿 
未 定义 的 元 素 或 对 象 称 为 矢量 .定义 了 严 中 两 个 元 素 的 加 法 及 V 
中 一 个 元 素 与 一 数 的 乘法 这 两 种 运算 。 这 些 运 算 满 足下 列 法 则 
[Shilov,1961], 

法 则 1 Exo y,z,… 是 一 个 集合 (线性 空间 P) SEXE CIR 
量 )。 加 法 法 则 允许 我 们 从 两 个 元 素 设 为 莹 与 y 作出 第 三 roS 
z。 用 符号 表示 ,对 了 中 任 一 对 工 与 了 可 记 其 和 为 

Zz--—X-Fy 
z 也 在 下 中 ， 

JE 2 bo 是 域 严 中 的 一 个 标量 ， 数 乘法 则 允许 我 们 从 六 
中 每 一 个 x 作出 另 一 个 也 在 FF BER E z= ax, 

法 则 3 对 站 中 的 任何 xy 与 z 及 下 中 的 & 5 B,Tnik RUN 
38e E EJ. FR FAS DEDIT: 

矢量 加 法 

(i) x+Ty 一 y 十 X《【《 交 换 律 ). 

(ii) (x y)oz-xc(ytz) (结合 律 ). 

(ii) 在 中 存在 0 使 得 x+0=x， 

(iv) 对 每 一 个 x, 存 在 唯一 的 使 得 x+Y=0， 

n 

(v) 存在 元 素 1, 使 得 1: x —x, 

(vi) a( fx) — (a Box (HEB). 

nibESE E | 

(vii) (a+ B)x-—ax-t Bx (RMR), 

(viii) oe(x+y) 二 ax 二 gy (DM), 

学 生 应 当 验 证 在 例 2.3-1 及 2.4-1 BE X. B E IB AE, E 
述 假 定 。 下 天 输出 笑 量 空间 的 另 一 个 例子 ， 在 这 个 例子 中 的 笑 量 


* 15 s 
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Bg EuRIUE HUS ind dE CERESBERIEUDIX. 
B 2.5-1 线性 齐 次 微分 方程 


EY xa (XE E "C -gub)y—ü 
553 BEL SE RIERO ACA IEEE Ffo x REUS RI. VE yi Is y 是 任何 二 个 实 解 ， 用 直 


接 代 和 人 容易 验证 对 任何 标量 a 5 Play. Bys 及 ayi 二 py。 也 部 是 解 。 微分 
方程 称 为 是 矢量 空间 的 方程 ， 而 二 重 无 穷 包 个 解 sy, 十 有 ys BRAIRE, 


2.6. 线性 相关 、 基 底 与 维 数 


E ui ua … yu 是 线性 空间 FF 的 天 量 , 并 设 01502, "en 是 
F 的 标量 ， 矢 最 


y=} ea, (1) 


£z] 
RARE uisus, sus 的 线性 组 合 。 由 所 给 矢量 组 的 一 切线 性 
组 合 所 成 的 矢量 空间 称 为 由 矢量 组 张 成 或 生成 的 空间 . 
贤 证 明 一 个 给 定 的 笑 量 组 的 一 切线 性 组 合 的 集 仓 形 成 矢量 
空间 ， 首 先 要 证 明 此 集合 在 加 法 下 是 封闭 的 .考察 矢量 组 u， 
ua :us 的 任意 两 个 线性 组 合 , 即 设 


" 
yg 2 bu; 


=] 
于 是 
Fi1 十 ¥ a 二 2. (at bju; = 5 du, 
i=] i=] 
这 就 证 明了 yi +ys BÆRE tt, un 的 一 个 线性 组 舍 ， 所 以 


线性 组 合 的 集合 在 却 法 下 是 封闭 的 。 其 次 证 明 这 个 集合 在 数 乘 下 
是 封闭 的 ,只 要 观察 对 性 一 标量 ,有 | 


" [G + 
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Tr 


Ay— AS cus $ ,(Acu, 
i=l] i—1 


REH u, U2，… ,us 的 一 切线 性 组 合 的 集合 常常 称 为 线性 流 
X. 换 一 种 说 法 ， BYE EÓ usu, 张 成 的 线性 流 形 ， 我 
们 指 的 就 是 如 (1) 式 的 一 切线 性 组 合 的 集合 。 我 们 说 矢量 组 张 成 

线性 流 形 [Shilov, 1961], 或 者 说 线性 流 形 由 矢量 组 us oos 
所 张 成 ， 在 例 2.3-1 rh. 两 个 力 矢 量 于 fo 张 成 线性 流 形 af + 
Ai, WEZ, Emei + Bt; 的 一 切线 性 组 全 的 集合 张 成 一 个 线 
PEDE. 在 例 2.3-1 中 线性 流 形 是 由 二 维 zy 平面 所 定义 的 线性 
空间 . 

在 (1) 式 中 如 果 所 有 的 常量 eios o, 都 是 零 , 则 此 矢量 显然 
EFE., B-E, 虽然 所 有 的 o RAAR, yE UERR 
H, 在 后 一 种 情况 ， Ef U Uz, t U, 称 为 是 线性 相关 的 。 换 
一 种 说 法 ， 若 线性 关系 | 


$cu—0 | (2) 
i=l 


只 当 所 有 的 c0 IE ZI RE 这 个 关系 称 为 是 平凡 的 。 根据 (2) 式 
列 出 下 面 的 定义 ， | 

定义 2.6-1 满足 非 平凡 关系 ( 即 非 一 切 c = 0) 的 任 一 矢量 
组 称 为 是 线性 相关 的 。 只 满足 平凡 关系 的 一 组 矢量 称 为 是 线性 独 
xm. 

车 一 组 矢量 是 线性 相关 的 , 则 此 矢量 组 中 一 个 矢量 可 表示 为 
其 余 矢 量 的 线性 组 合 ， 由 线性 相关 性 得 出 不 是 一 切 e 都 等 于 零 ， 
不 失 一 艇 性 ,可 乃 设 er 六 9, 因此 及 (2) 式 有 


一 1 n 
"0-2 et, (3) 


例 2.6-1 将 说 明 这 个 意思 ， 


jr * 
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JA 2.6-1 "HH 


i 3 了 

x-| ê | y=| © |， z=| ^ 
10 ' A = 

o bH: 12 eT 


E PEIBXIOSgXSo-—1,671,67 一 2 时 下 式 成 立 
.至 十 Ca 十 Csz 一 各 


1 0 0 
0 Ó 1 


是 线性 独立 的 。 因 为 由 线性 关系 


tB, t Ce + et =. . 


18 HIE ARE 


Bl e,—6,—6,—0, 

REZ 闻 的 维 数 正式 定义 如 下 ， 

定 2.6-2 矢量 空间 的 维 数 定 习 为 售 于 此 空间 中 线性 独立 
天 其 的 最 大 个 数 ， | 

EH 2.3-1 中 ,矢量 空间 是 二 维 xy 平面 。 很 明显 , 在 zy 平 
面 上 任何 两 个 矢量 只 要 它们 不 共 线 ,就 是 线性 狐 立 的 , 买 平面 上 性 
何 三 个 天 量 几 是 线性 相关 的 。 更 一 般 地 ,我 们 可 以 证 明 XE n EA 
量 空间 中 , 任 一 天 量 组 xi yxz xu oro n 时 必 是 线性 相关 的， 
RIHTER E” 证 明 这 个 结论 ， 这 个 证 明 是 提示 性 的 和 构造 
性 的 .我们 考 窗 线性 关系 


(4) 
AB TR. Xf i-1,2,--*,5,M 


= |E a 
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E 


于 G5 
于 一 
IT 
于 是 线性 关系 (4) 能 展 成 线性 齐 次 方 入 组 
diti t Gisti d ** au, 65, — 0 
Gatit ntg  *** 3,6, =) (5) 


二 
Onit F 04565 d ** * 3 04,0, 7-0 


11353 r7 n,J3 £81(5) EE EH AISE JURE Murdoch 195771, 


现在 考察 下 面 的 定义 及 其 推论 . 
定义 2.6-3 和 任何 一 组 站 个 线性 独立 的 矢量 称 为 是 ?4 维 天 
量 空间 的 一 个 基 晤 . 
在 空间 R" 中 ,天 量 组 
ro 
| 1 
^ 1 
e = *。 | ， e; — 0 | (6) 
0 | : | 1 
Ü 


构成 一 个 基底 这些 矢量 有 时 称 为 是 交 维 数 空间 的 基 矢 量 . (对 
n 维 数 空间 记 法 (65) 并 非 是 始终 使 用 的 基 矢 量 . ) 例 2.6-1 中 的 笑 
Tr, y, * 是 四 维 数 空间 的 元 素 。 如 果 把 例 2.6-1 PHR E He 
ERRERA, MWA | 
x=¢, +6 e&t 10 e4 7-14 e, 
y—3e,—Be-F0es--12e, 


Z= J- Ü e€;—5 z €64 
hien n HESS IR] Cla fE R OD) BTE ó EE HE E 
来 表 出 。 Bin, HE ui uus sno us DUEE HL RELTUE 


= 19 s 
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E 3m d (TY 
| i=] 
数 wi( 称 为 x EH u USE EE x GERE 4MOMIPEM:ES 
时 是 雁 一 确定 的 ， 为 要 证 明 淮 一 性 , 设 x 在 同一 基底 中 有 不 同 的 
AER y,。 世 即 除 了 (7) 式 以 外 ,假设 x 也 可 以 表示 为 


xX == > yu, | (8) 
ix] . 
FI7) 式 减 去 (8) 式 ,得 
K—Xx— > (r; — y, u; =0 (9) 
i=] 


D a | 
L c,u,— D ! | (10) 


-A 


E u; RERE, AAEE ZEE Mor B. CE ROO FUE 
的 平凡 解 c; 0 或 fi 一 Yi 

我 们 断言 在 {nn) 中 任何 两 个 笑 量 的 和 的 举 标 可 由 室 们 对 应 
的 坐标 相 加 得 出 。 例 如 ,车 矢量 * 与 Y 在 基 4 中 有 坐标 4; 与 3 
MRE z—x--y (EX: u 中 的 举 标 为 5 三 4 上 wy 用 记 叶 表 出 是 


z—x-ty- Y, zuo um 


{= ] ¡=t E 
= D (£; T y;)U, 
i=l 


再 对 任 一 标量 o RRR z— ax 的 坐标 由 下 式 得 出 ， 
z= > (eau, 
我 们 已 经 确定 了 ; Kaap HERE x RI RI nr LBIDSETE 


a 2f =" 


用 .上 和 T. PPh i ph Hm c. oc- . 
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菜 一 抽象 基 u 的 坐标 x; 米 表 示 ， 并 且 进 一 步 指 出 对 矢量 的 线性 
运算 可 化 为 对 于 它们 的 分 量 或 坐标 的 同样 的 运算 . 例如， 我 们 刚 
才 已 说 明了 在 Rn) E ARE zx ny 的 坐标 可 由 它们 各 自 的 
坐标 相 加 而 得 到 。 在 (2.4-5) 式 中 ,我们 同样 证 明了 BR" 中 两 个 舌 
昌 的 和 的 坐标 可 内 它们 各 自 的 坐标 相 加 得 出 。 吾 "与 R (n) 之 间 
的 这 个 对 应 关系 的 更 准确 的 说 法 是 R 与 R (%) 是 同 构 的 。 更 一 
般 说 来 , 任 一 个 % 维 实 矢 量 空间 与 "是 同 构 的 [Halmos,1958], 
我 们 不 从 本 质 上 去 详 述 这 个 内 容 , 学 生 可 直接 阅读 希 洛 夫 [1961] 
的 书 . 
同 构 性 质 本 质 上 人 允许 我 们 研究 R^ ER (Qn) 中 的 矢量 时 可 取 
最 方便 的 那个 来 进行 .在 所 学 的 课程 中 ， 我 们 一 般 将 要 用 到 这 两 
个 空间 ， 作 为 一 个 例子 ,对 (7) 臣 所 定义 的 吾 (%) 中 的 矢量 x EG 
合 于 我 们 的 需要 可 考虑 ph eR 


x 


Tn 
自然 ,这 里 坐标 x; 是 对 适当 的 基底 来 定 吕 的 ， 

在 例 2.6-1 中 我 们 考察 了 四 维 数 空间 中 的 三 小 数值 矢量 x, 
y, 如 果 这 些 世 量 是 线性 独立 的 ， 则 它们 可 作为 林 笑 量 来 产生 
一 个 空间 .这 样 产生 的 空间 的 维 数 应 当 是 3。 这 就 是 说 ， 由 一 组 
拓 量 所 产生 的 空间 的 维 数 等 手 该 组 线性 独立 矢量 的 个 数 。 于 是 我 
们 要 问 , 是 特 可 能 对 三 个 北 任 独立 的 矢量 革 ,yy z 再 增加 第 四 个 天 
w 使 得 x,y,z 与 让 组 成 四 维 空间 的 基底 ? 回答 是 肯定 的 ， 而 
HETE- BHA: 如果 xus oux, REX IL RO PER 
AE AUG AERE m n Wlan fedem — r7 ER ERE 
LlILiXe EROS d 


X|,X2,*** Xr Xo415* "Xm 


. 2] » 
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构成 比 空间 的 基底 ， 

例 2.6-2 在 例 2.6-1 B, PT AXE o 与 6; 是 三 维 数 空间 中 的 线性 儿 
芯 关 量 。 它 们 一 同 构成 二 稚 数 空间 的 基底 ， 如 果 加 六 第 三 小 爱 最 e MEE 
组 etno 构成 三 稚 数 空间 的 一 个 基底 。 

”在 前 面 的 讨论 中 , 我 们 已 提 及 矢量 空间 之 内 还 含有 其 它 的 矢 
量 空 间 。 例 如 ,xy 平面 是 含 于 三 维 空间 内 的 一 个 空间 。 也 即 zy 
平面 上 的 每 一 个 矢量 也 是 三 维 空间 的 一 个 矢量 。 同 样 二 维 数 空间 
含 于 三 维 数 空 间 之 中 。 我们 称 ey 平面 及 二 维 数 空间 各 自 是 它们 
的 更 一 般 的 三 维 空间 的 子 空间 。 虽 然 子 空间 是 下 一 节 的 论题 ， 在 
这 里 我 们 给 一 个 直观 的 定义 并 建立 一 些 记 号 如果 V. 与 Vs 是 两 
个 线性 空间 并 且 V: 中 的 一 切 矢 量 也 在 Pa zh, MV: 称 为 了 s 的 
TB]. 为 要 表明 Yi 是 V; 的 子 空 间 , 我 们 记 作 CFs，。 这 个 
记 法 并 不 排除 V.—V.BgsfüETE. £ Vira fE Fi Va M V; 5 
为 是 Pa 的 一 个 真子 空间 ， 


2.7， 子 空间 与 超 平面 


设 矢 量 空间 V 元 素 的 一 个 集合 上 满足 条 件 ， 

l. 对 工 中 的 每 一 对 x 与 y, 其 和 x+y 是 在 工 中 ， 

2. 对 L 中 的 每 一 个 x 及 一 实数 4, 矢量 4x 是 在 工 中 。 

换言之 ,集合 工 在 加 法 及 数 乘 下 是 封 闲 的 ,我 们 称 集合 工 是 了 
的 一 个 子 空间 ; 且 用 记号 CF Rm Lpy ARRE V 的 一 
AUS. 子 空间 满足 § 2.5 中 线性 空间 的 一 切 公理 ， 特 别 是 车 x 
在 工 中 , 则 x 一 x==0 也 在 工 之 中 ,换言之 , 子 空间 包含 原点 . 

设 4 与 8 是 线性 空间 TF 的 任意 两 个 子 空间 , OUR] D 含有 
A 与 BB 的 一 切 公共 矢量 , 称 D 为 4 与 B 的 交 , 记 作 D=4NMmMB. 
我 们 能 证 明 D 是 一 个 矢量 空间 , 因 x 在 如 中 , 就 意味 着 x 既 属 
于 4 又 属于 B, 所 以 和 x 同时 属于 4 与 8B 二 省 之 中 ,因此 也 属于 
D. 其 次 , 若 y 也 在 DD 中, 它 属于 4 与 8 二 者 之 中 , 故 x+y 也 属 
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于 4 与 吾 二 者 之 中 , 因 之 也 属于 D. 所 以 集合 D 在 加 法 与 数 3 
下 是 封 闵 的 ,因此 是 一 个 矢量 空间 - 
两 个 空间 4 与 B 的 和 或 并 , 记 作 4+B, 它 也 是 一 个 矢量 空 
SS. Z] 4+ 避 定义 为 一 切 形 如 x+y 的 矢量 的 集合 ,其 中 x 在 4 
中 , y 在 BB 中 . 读者 容易 验证 和 集 在 加 法 与 数 乘 fF 是 封闭 的 . 要 
证 明 LHalmos, 1958] 两 个 子 空间 和 出 维 数 等 于 网 才 稚 数 的 和 减 去 
其 交 的 维 数 是 可 能 的 ， 例如 在 三 维 空间 中 , my 平面 可 作为 一 个 子 
空间 , xs 平面 可 作为 另 一 个 子 空间 , 这 两 个 平面 的 灾 是 c ALA 
维 数 1 ， 因 此 这 两 个 平面 的 和 的 维 数 是 2+2 一 1=3。， 这 两 个 空 
间 加 在 一 起 产生 一 个 三 维 空间 . | 
”因为 子 空间 是 一 个 线性 空间 , 它 必 有 一 组 基 矢 量 。 XXE 
个 数 等 于 子 空间 的 维 数 . 设 型 是 了 的 一 个 m 维 的 子 空间 , 于 是 
在 M 中 存在 入 个 线性 独立 矢量 反之， 在 型 中 任何 zw 个 线性 
独立 的 欢 量 是 M 的 一 个 基底 .。 设 型 的 基 矢 量 记 作 自 ， 生 ，……fn， 
AFHR n>m, AAV HER ETERA 
fj fs - 
RREK. V 的 基底 可 由 子 空间 OM 的 基 矢 量 加 上 另外 的 矢量 
HE PAX, | e 
我 们 注意 到 子 空间 含有 原点 或 等 和 拓 其 。 在 三 维 空间 中 其 几何 
含意 是 明显 的 。 一 个 平面 或 一 条 直线 若 通 过 原点 则 是 三 维 空间 的 
一 个 子 空间 ， 芳 把 平面 或 直线 


移动 使 其 不 通过 原点 ， 则 所 得 

的 平面 或 直线 称 为 是 一 个 超 平 

in. 一 过 一 
图 2.7-1 Biz IO ESSAI pe 

的 几何 意义 . 设 工 为 一 子 空 

R. x 是 一 个 固定 矢量 ， 一 般 ” 

不 属于 工 ， 考 察 如 图 中 所 示 的 KOT STEmSAWEX. 


+ 23 * 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


REEE xxt pp RE y ETA A LEED., BB 
的 一 切 矢 量 荆 的 集合 确定 了 —TECEIBH. WEHEN 是 被 
移动 的 子 空间 的 维 数 。 

为 了 进一步 说 明 这 个 松 
念 ， 考 察 如 图 2.7-2 所 示 的 
TARR ey E). 
23 1 的 赵 平 面 ( 称 为 直线 ) 是 
PRE =g tw 的 集合 ， 

图 2.7-2 一 维 空 间 的 一 全 Etwa H ETF 
超 平面 的 例子 x 轴 的 任 一 矢量 .如 图 所 示 ， 
旺 赵 平面 串 由 移动 轴 而 得 到 ， | 

B fk ES EB" HRS EE BOEODEDCE Ey tERL. 在 图 
2.7-3 中 有 一 个 超 平面 豆 , 它 含有 工 与 了 的 终 虚 , 即 蔗 与 了 都 在 互 
中 。 此 外 ，z 在 瑟 中 ,其 中 对 实数 a, 


z—x--a(y-—x) 


-—u«ay-F(l—a)x 
这 个 性 质 的 几何 意义 是 每 个 超 平面 包含 通过 其 上 任何 两 点 的 过 
ix. 在 图 2.7-3 中 ， 这 两 个 点 就 是 Xx 与 3 的 终 上 后。 在 超 平面 上 的 
这 条 直线 由 矢量 z 的 终点 记 描 出 . 


图 2.7-3 ATARA H EAER, 
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2.8. 内 积 空间 


我 们 已 经 说 明 舌 量 空间 包含 零 和 失 量 0, 并 称 之 为 原 反 .此 外 ， 
从 基于 矢量 与 矢量 空间 的 几何 概念 ， 对 任 一 矢量 到 不 点 的 距离 并 
没有 守明 .现在 要 求 用 准确 的 语言 来 表达 有 从 原点 出 发 的 中 离 概 


定 2.8-1 矢量 x 的 大 小 或 长 度 ， 记 作 xls. $529 x Burg 
一 个 具有 下 列 性 质 非 负 的 数 [x|， 
(i) [x|z03FR234 Lf[X24 x—O RT [x] — 0, 
(ii) [ax] —]«|Ixl HE} |a] EHra a 的 绝对 值 . 
Gi) [x-y[slxl- 上 71( 三 角形 不 等 式 ). 
在 此 首先 有 兴趣 的 是 确定 并 讨论 内 积 的 性 质 与 作用 。 内 积 是 
汉 数 ， 它 几乎 应 用 于 整个 的 课程 中 ， 我 们 指出 可 以 定 交 许多 不 同 
的 范 数 (有 几 个 例子 见于 习题 中 )。 对 每 一 种 函数 ， 和 撩 量 的 长 放 是 不 
同 的 。 这 就 是 说 ， 基 量 的 长 诬 是 用 范 煞 来 定义 的 ， 因 此 不 是 唯一 
Hy Halmos, 1I958] 。 | 
E AH có REGALE EPA. KREAN., Fi 
I" xE XEGN EAE AES, 
”定义 2.8-2 两 个 实 矢量 x 与 的 内 积 , 记 作 (xX, 7), 是 一 个 
”名 足下 列 条 件 的 实数 ， 
|" (i) (x,y)—(y,x) (对 称 律 ). 
(ii) (x.y Fz)—(x,y)- (x,z) (JME). 
(i) IRR 4, (Ax y) — Ay) 
(iv) (x,x)20, JE x —0 Bf (xx) —0, | 
在 内 积 空间 中 矢量 间 一 个 重要 的 关系 是 正 交 性 。 SWARE 
的 内 积 为 零 ， 则 称 人 它们 是 正 交 的 。 在 随后 的 讨论 中 将 会 看 到 这 个 
概念 确实 是 一 个 重要 的 概念 ， 我 们 也 要 指出 内 积 空间 是 荆 范 线性 


2 
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mn. [8it3$—RBEIECOEüU. IREME A AREE AE 
ER RET EEN~- TESNE, 

_ 局 兰 维 矢量 空间 -- 样 ， 在 % 维 线性 空间 内 积 可 用 于 定义 交 
fü. 由 几何 学 ， 两 个 笑 量 的 内 积 定义 为 


GD -Ixlisicose - a) 

其 中 0 是 与 y 之 间 的 交角 。 因此 ;在 线性 空间 中 ,交角 形式 地 用 
2 (Ox, y) : 

cuse OO sep 


来 定义 。 对 于 非 零 和 拓 量 x I3 y (DARHA Oo y) 0, M cose = 
0， 这 时 说 矢量 x 正 交 于 矢量 y, 反 .之 也 对 ， 

为 要 说 明 (2) 式 给 出 的 交角 的 一 般 定义 正确 ， Ca MI 
EKETE AAEH. iX —BREEUERERNEE Sm VER ZRC 
把 不 等 让 .这 就 是 说 ， 设 x 与 Y 是 线性 空间 中 的 任意 两 个 矢量 ， 
则 一 般 的 关系 | 
kenisi (3)} 
总 是 成 立 的 ,(3) 称 为 许 豆 尔 兹 不 等 式 。 为 要 说 明定 义 2.8-2 中 条 
件 的 运用 ,在 实 矢量 空间 中 ， 我 们 证 明 (3) 式 是 正确 的 。 若 x 或 y 
AR. e SEGAE AR OL. Sit A 为 一 实数 ,利用 内 积 的 性 质 作 


PASA. 
lAxca-yl*-(Axty, ÀAx-c-y) 
—-A*]x|?-- 2 ACx,y) + iyi = (4) 
(HAR A dE DIXIE S RE ERA S AS m 


AC x ,y)?— Alix *| i? (5) 
gf lbox SEM VERIS. Auc, m 
(x,y)^sIx|*]y |^ 
取 止 的 平方 根 MA RAPERA TERG]. 
E TE BEBH BAT TEL TER, 内 积 满足 定义 2.8-1 中 的 性 


+ 25 a 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


Siem pum 


质 (i) 与 (请 是 显然 的 。 尚 须 证 明 的 是 内 积 满 是 三 角形 不 等 式 。 我 
们 采用 一 些 几 何 观 点 米 帮 动 证 明 , 并 认为 不 等 式 的 名 称 是 合理 的 . 
设 x 与 yY ELR, F 
是 从 几何 上 ,和 x+y 称 为 三 
角形 的 第 三 进 ， 如 图 2.8-1 
Bt. REDE SES T fü 
JE SERACESJLTEEX. — fü 
撒 二 这 长 度 的 和 等 于 或 大 于 图 2.8-1 三 角 不 等 式 ， 
第 三 迪 的 长 度 . | 
2g 8 WE BH PERLE A. — FEET SELL E€ P EDS A 
Ix ty|?— Gcr yox - y) OG x) o 2, y) + Qr Y? 
=|x|?+2(x,y)+ |y|? 
TUB VEG Ri TAA] 
[x --xlxI1x|* + 2]xl y] - Iy -—CHEx$ y 
过 号 证 明了 断言 。 于 而 的 例子 苔 出 内 积 的 实际 解释 ， 
例 2.8-1 itx Ev ARTHAS TE 
Ix ylit ix- y] Got yx - 24 (x—y x —y) 
=x] >+ 2.32 lyl^-- Exil —260x. 2 1s 
-2lxi*-- 2l y l^ 
Xx Xo au E dos T-A 3B Lf dEPE, FNMA ENH BR ay 
x — y) 8:E 5 f0 ^5 T- PR DE 5 85 — fik. 
现在 考察 实 空 间 ROnOBUIEAUE U'n. EA ux 
E x t y 的 坐标 分 别 记 作 a 与 8;。 从 而 


x= Yea. y- Y Pa, (6) 
利用 内 积 的 分 配 律 ,得 到 
DS Y Lapsa l (T) 
«027 。 


mm REP inci his HH ttum, rur | 
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rh Su 是 由 5,, — (Qu;u ) 给 油 的 实数 .， 若 xy, 则 


(x,x)— $ 5 aa, S, (8) 


=] i=] 
”着 基底 是 正 交 的 , 则 (7) 与 (8) 中 的 两 个 内 积 可 以 简化 . 
， XE X. 2.8-3 —£H 5E nt u, us, Zr ; uU, 称 为 是 标准 正 受 的 ， 
GXDUEPBT—7ij-—1.2.-n098 
o o (9s ij 
(u,;,u,)—-9,, = » i=j 


til 2.6-1 中 的 线性 独立 天 量 £j ,€5,€3 是 标准 正 交 类 te iim H JE 

— Ak 22^ B NON E 
ERE, CERET M1 y 1 1] 也 是 标准 正 变 的 ， 
_ 洲 一 个 空间 的 基 儿 量 是 标准 正 交 的 ， 我 们 说 这 个 基底 是 标 谁 正 交 
基底 . 随后 的 讨论 将 会 证 明 从 所 给 的 一 组 基 矢 车 要 作出 一 个 标准 


正 交 基底 总 是 可 能 的 ， 
在 标准 下 交 基 宕 中 ,内 积 (7) 化 为 
G3) Ery, S (9) 
Hohaey,RExiBydidBEN4EE mg EE. x 同 它 本 
身 的 内 积 是 - | 
TEE. (10) 
iz 


i =3;(10) 式 化 为 在 解析 几何 中 熟悉 的 长 度 表 述 式 ，: 
(x x) H (x1 zi ri)" (11) 
其 中 or. 5 x; A " X-rJE— Bist 1E 356 2E REB Aen. 
xA 3428 fo 4 Re RT DARE HE 8E 维 空 间 . 我 们 简单 
地 用 内 积 作 为 范 数 ， 


norm x= [x| -(x,x)!^ (12) 
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”一 般 说 来 ,在 标准 正 交 基底 下 ,(12) 式 经 党 理解 为 
l= Go (3121). (13) 


(8) 式 玻 示 内 积 的 更 一 般 的 形式 ， 在 以 后 各 章 中 只 要 它 满足 定 X 
2.8-1 请 条 件 就 用 作 范 数 。 我 们 将 在 83.11 中 讨论 更 一 般 的 范 
2. NEL. 

一 个 具有 内 积 的 实 n dA Son RERO BRI AR IR]. 我们 用 已 建 
并 的 记 写 R(nOU R" Ri e ERRA. 换言之 ;在 今后 的 讨论 
中 当 说 到 ROM R* 时 ,就 了 解 为 它们 是 实 内 积 空间 .(11) 式 给 
HARAR RO Bx df de E. 学 生 无 疑 从 解析 几何 熟悉 R, 其 
中 长 度 由 勾 股 定理 确定 ， 吉 和 角 三 角形 的 两 个 直角 边 的 平方 之 和 等 
于 鲜 边 的 平方 ， A | 

THEE JILA EH, 我们 叙述 一 些 其 他 有 用 的 松 念 。 在 内 
积 空间 中 ,两 个 矢量 问 的 距离 定义 为 | 

p(x,a)--lx—a|-—(x—a,x—a)^ | (14) 

[Elo ES RPA TRENERA. Wa IL MN 
说 有 坐标 el 与 agr 为 x 与 a [EIE BE, B] 

- [x--aj*z:(v;—a,»* 十 《43 一 a) =r" (15) 
显然 ， ZR XEX— 
ADE ara) 半径 
为 了 的 圆周 . 图 2.8-2 
给 出 方程 (15) 的 几何 解 
TÉ. 

HW TE Pp RA A 
A. Hue 
Ca do) = [x—a| 
表示 范 数 |x 一 al 定 义 一 图 2.8-? PT dEx5aziü JL BM. 
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个 圆周 。 因 此 ,不 等 式 
SCIETIS | | 
表示 含 于 中 心 在 (ai，43) 半径 为 了 WHR EUER CHI EDAD 
的 终 操 ) HES. Er RERS IE, AA 
|x 一 由 一 > | (16) 
Je — 4 Pob YE (a1,03,0:) 半径 为 7 Bo], TE ERAR 我 
T1152; fe Ci ES — TAR., JP BD 2x m 
S(a,r)—|x-aj|«r (17) 
定 出 一 个 中 心 在 a 半径 为 7 的 球 域 . 
下 面 诸 讽 子 有 助 于 说 天 前 面 一 些 概念 . 。 
例 2.8~2 RRHH uuu cu HATET x, Hl x EE 
于 任 ~- 线 性 组 合 | 
y= Da 
要 证 明 它 ， 只 权证 明 (x,y)=0 就 是 够 了 。 利 用 内 积 的 性 质 依次 有 


Gy) = 32r au) 


E Das(x, yi) . 


[E EHE (xu —0, UR (xy) 0, 
(M 2.8-3  KIIBESEUEBH IE—ÀIE2€ ARE HH us, us, ts, u, TEX PERSE 
8g. SEE AX 


Zau, =0 (18) 
于 是 对 i—1,2,***,r 得 到 
u;, Sau, \= s 0)=0 

但 | 


(us Dau: Sahul =0 


& I 


-« 3f) + 
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ILB1[u]-50,8& a, —0,. BEZ RRA (0180 对 一 切 了 具有 和 平 几 解 o; — 0. 
现在 介绍 所 谓 一 个 矢量 的 传 里 叶 系 数 。 设 e164，"… ,es 是 空 


MP m Se e a 


河 琵 (%) 中 的 任 一 标准 正 交 基底 ,使 得 五 (ma) 中 侍 一 了 能 写成 
y— Lie, (19) 


数 & 称 为 矢量 了 关于 标准 正 交 基 底 eser tee, 的 分 量 、 傅 里 叶 
KARRETE. 这些 常 数 可 用 矢量 y 与 基 矢 量 明显 地 表 出 . 
考察 内 积 | 


(e, y) Y Ele, e) ^ (20 
! i=] 


此 式 右 方 化 为 所 ， 因 此 对 j=1,2 n AERE 
£= (e, y) (21) 
把 (21) 代 入 (19) 式 ,得 到 R(x) 中 的 任 一 y 可 以 有 表达 起 


yc 5 (e, y)e, (22) | 
j=} Soa ; 


现在 说 明 由 所 给 的 任 一 组 基 矢 量 必 出 标准 正 交 基底 的 方法 ， 
Ju, ws ,us 是 空间 RC(n) 的 基 笑 量 ， 问 题 在 于 得 出 此 空间 的 
一 个 标准 正 交 基底 ， 
我 们 记 标 谁 正 交 基 矢 量 为 ele £e. Cas Fht, i e= 
Tu pe — ER. 为 作出 顺 次 的 第 二 个 矢量 ， 取 
f;—u;— ae, 
其 中 el 是 待定 常数 ， 利 用 条 件 (el, £00 得 到 
(en £j) = (e1, uj) — a1 (64, €) —0 
由 此 | 
q= (e, ua) 
GG TA AE e 得 出 为 


+. 31 a 
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TkH re Fi -p H mn FN -本 PR RR Rees 1 HOA ERR: D E s RI an i Ll ERIT TRU TID corr Tom E 


U2 — (81, u5)e, 
Etel 
WRH H — AR AAT XR, EH 

fs = u4— a j€ — ase; 


JEU AR fFe, fs) 一 《es £4) — 0, 如 此 继续 作 下 去 ;得 到 一 般 结 从 


# 一】 


m 


ETAT 


f,—u,— 5 (u, ee; (23) 
il 


而 

e =i 

E] | 
Hi(23)5 Br BER 19 2 ES PR 7b Be 9 of TE 26 40: E | Gantmacher, 
1989], QAER EH AEME— B7 , P7 24 n dE 4e ER Y 
了 时 会 得 出 一 个 新 的 标准 正 交 组 ， | 


2.9. 复 内 积 空间 


虽然 我 们 绝 大 部 分 讨论 是 在 欧 氏 空间 中 ， 还 需要 简略 地 介绍 
一 下 复 内 和 矢量 空间 ， 即 画室 闻 。 用 本 节 中 介绍 的 基本 思想 读者 
不 难 反 对 欧 戊 空间 提出 的 思想 推广 到 西 空 间 ， 

In ARREZ Ca) 的 任意 矢 昌 xy, 及 对 复 标 量 a; 定 
SUAREZ PEL A ER: 

(i) (x, y) - (y, x) 

(11) (ex,v)—a(x, y) 

(ii) (x+y, z)= (x, z) + (y, z) 
AKnoodEGOdE SI 1. BEROES, x) = 二 (x, x) 是 一 个 
SEE. Am x 的 范 数 定义 为 ]x| a, x, 2.8-9 相 一 致 ,在 
空间 C(n) 中 内 积 定义 为 | 

BERIEDE (1) 


il 


* 352 + 
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FU —— P 


à x 的 范 数 是 
hisD eny (2) 


i=] 
~- 些 进一步 的 性 质 在 下 列 例子 中 证 明之 .。 
£4 2.9-1 由 上 而 的 性 质 ;, 我 们 也 能 建立 性 质 (iv OUR (GO; 
(iv) (x,a y)— a (x,y? 
(v) (x,y -z) - (x, y)-- Cx 2) 
BEBE PE VE Gv), FJA IER G) CD, 


(x,d y)—( Gy, x) LEGO T 
=2 (y, x) © UENGDI 


—e(y,x)—a(x, y) EE 性质 (i)]D 
UE BS BE REC) A REAO 5j Cii; 
(x.y -z)—(y-z,X) [PEE GO3 
—(y.x)-(.x) [性 质 (iii] 
-(G, x)-üz, x) i 
—(x,y)dT (x,z) CHM GI TOO 


2.10. IESE*E[BIEIEH E 


在 例 2.8-2 中 我 们 已 证 明 ， 若 和 关 量 X HREH us us … u 
下 区: 则 它 正 交 于 这 些 矢 量 的 任 一 线性 组 合 , 即 正 交 于 估量 


y= þau; (1) 
i-i 


设想 7 个 矢量 us us ur 是 ? 维 空 间 F RERE, 其 中 
nr. RKE ur na mu 作为 7 维 子 空间 工 的 基于 量 ,; 则 工 中 
的 任 一 矢量 可 写成 (1) 式 。 若 荆 在 下 市 : AH LPE y BG) 
二 0; 则 称 x 正 变 于 空间 工 。 换 音 之 , x ERFARE un us- 

u, 所 生成 的 空间 。 反 之 ， 任 一 矢量 正 交 于 空间 工 必 正 交 于 也 中 的 


Q 回忆 起 ， SBISJCBEEXCIRIU SIS UII JESE JE TES RS T. - 
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-TRE 
现在 证 表 正 交 于 工 的 矢量 的 集合 和 构成 一 个 矢 理 空间 。 为 此 目 
HJ. xEzFVrLT Xa. sEH4IBBIEOST GBbL. 显然 ,对 
于 标量 4 与 8 ,矢量 ax 与 Bz 都 正 交 于 空间 工 ; 故此 集合 在 数 乘 
下 是 封闭 的 ， 为 要 证 明 此 集合 在 加 法 下 是 圭 闭 的 ,我 们 注 章 到 
(axtÉzy)(ax,y)t(Pz, y) 
—a(x,y) * BCz, y) 
| —a:04- 8-0-—0 
Har, VARE axt Bz 与 工 中 的 任 一 矢量 Y EZ, 所 以 此 
集合 在 加 法 下 是 封 困 的 .下面 的 例子 说 明 这 些 思 想 。 
Si 210-1 设 工 是 吾 的 一 维 ( 直 线 ) 子 空间 ， 在 几何 上 ， 我 们 把 子 空间 
工 看 作 是 过 坐标 不 点 的 一 条 直线 。 与 此 直线 其 线 的 任 一 矢量 与 平面 于 上 的 
ÓE— RE EO, IXTGEIRSGGE RT UG L. 


L-Mtui 


M -L- FAR 


图 2.10-1 ERAZM. 


图 2.10-1 J& BH 2.10-1, 为 了 推广 图 中 说 明 的 几何 概念 ， 
PEREZ TVN TELM, HEA LEANA REE 
FERMARE., Oz LOGEGUAAPMOE4RHL wE 
样 ， 为 了 指出 天 是 开 的 正 交 补 空间 ， RURARS L=M.. d 
REH, MEMBER A L E LRE EE. 

我 们 能 证 明 L= M3 A c LIR aY a ED L-7M-— 
FF 或 ++ 二 了 ,或 M+M, HREM DHEA m ULIS 


+ 3 ， 


PDF SEH "pdfFactory" 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


SX n—m, AURE LÜO»)M —-0. 换言之 ,二 者 之 变 只 售 有 零 撩 
i. 我们 要 证 明 交 是 等 ， KRETS L HEIRE u CTH 
中 每 一 个 和 失 量 Y, TERA LOM =0, 因为 站 是 唯一 的 与 自己 
正 交 的 科 量 .依据 例 2.10-1, 工 与 守 的 交 显 然 是 零 , 因 为 子 空间 工 
CE) Ej oP-23 JAM OY TID EIE — 23 36 A8 JE E. 空间 吾 由 平 
面 与 直线 相 加 前 形成 ， 这 就 是 说 ,十 分 明显 , 尺 中 的 任 一 个 z 能 号 
Hx z—ucrv,mH-—L-c-M,HKrpuidELrB,v EM, l 

MHNA TARR. 今 提出 表达 一 个 矢量 = 
成 唯一 的 形式 z= 二 wu 十 ¥ 的 一 般 问题 。 我 们 断言 [Shilov, 1961] 车 
LCV iE MCV Atakan NV 中 每 一 个 z 都 能 唯一 地 写成 
形式 l | 

z-—u--v | (2) 

Epu L=Mt phy EMLA, 

车 任意 两 个 子 空间 4 与 B 的 交 是 零 ,(2) 式 的 分 解 一 般 是 成 立 
竟 ， 车 矢量 空间 严 是 两 个 子 容 间 ,比如 说 4 与 B 的 和 ,它们 的 交趾 
零 , 则 空间 Y 称 为 4 与 B 的 直 和 [Murdoch,1957] .为 了 有 明显 指出 
V 是 直 和 ， 我 们 用 记号 


V = ABB (3) 
qoEV3BIE—A E ARR 
| Z—Z,--Zg | (4) 
其 中 zs 在 4 中 :za 在 互 中 。 
Mit o RETE E Mf EQ XE RESI V ET zal. ud 
V Qa. | (5) 


pl Qt Q' Weg. SAREM: 

EM 2.10-1 设 工 是 和 的 正 交 补 空间 , Hik x=, ty 其 
中 xz ELP, xy EMH., AGE xa 称 为 十 x 在 空间 HW 上 的 正 技 
WS. XH zz EXERT EWER. 

5E X, 2.10-1 可 由 图 2.10-1 说 明志 。 下 面 的 例子 出 碳 助 于 说 


^ 35 


AP women n 
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Sox Se Bt. 
例 2.10-2 设想 要 将 舌 量 x 写成 随 个 估量 的 和 ,一 个 在 锋 量 y 的 方向 ， 
大 为 一 个 与 y 正 交 。 为 解决 这 个 问题 , 令 了 产生 一 全 一 维和 闫 量 窒 间 而 式 求 荆 
ER y PERTHE, MERATE Ñ 
X—X,;-X,. 
iP x, 在 由 了 产生 的 至 问 中 ,xw EXT BEES. c 4 是 一 标 
Xe, x= A y, H 
X—-AycbX. 
现在 
(X,y) — ACy, y) + Cx, y) 
但 (xyyy)=0, 故 14 一 (xy)7(y,7)。 这 样 分 解 就 完成 了 ， 
例 2.10-2 的 概念 可 以 一 般 化 。 谈 uou... uu, aT ERM 
H93E EE. 今 企图 把 n RRV HRES AE xx 2 
X— Xr Xy 


JABDV-MOL, Xy [E M rp, np 


Xy 一 » cu; (6) 
i=] 

Xf Xr;—X— — Xy 在 工 A, EERTE TERA U;, Uz, ** “Upa 
REZ, 
(x,,u,)-—(x—x,,u,) = 0, R-1,2,::*,m 

把 (6) 式 代入 上 式 , 得 到 


inu 
2.6, (0, u,) — (x, u,), R-—1,2,-**,m 


BIERRA A u 是 标准 正 交 的 , 就 有 直接 的 解 ,= (x, u,)。 结果 
系数 er (x T EI TY 385 2 5S 33 40 03:3 ECC 
s 2.8 中 ,我 们 称 这 些 系 数 为 健 里 叶 常数 )。 下 面 的 例子 用 以 进 一 

步 盖 述 前 而 的 结果 。 | 
例 2.10-3 34 [E— HE bEM A XAREe,e.c.e. e b— 


* 36 * — 
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^r-HFfUBL.Xie.-c-2elyUubwRS)n—1d3ÓIENTREERHDM. fE— X 
E y4ELEBESI imt ARR, 
例如 | 
YSyi F Fume UY. 
Hobo. EEEIEE. Ak cy. E 
(y, e,) —e, Ce, ei) Cy v. €i). 
A ! ! 


(e,, 6&—1 A Y» 2.068; 
i=} 


"H 
CY v. ei) Sem >e le, B) = 0 
i-3 


Vilt, KE y XEM e; 中 的 毕 标 二 Cy,e1) 出 3 在 单位 站 矢量 e, 上 的 正 投影 
ieu. | 
为 要 考察 接 影 的 其 它 几 何 意 义 , 设 工 是 ! TAH, mL 是 
它 的 正 交 补 空间 。 考察 图 2.10-2 中 所 示 的 几何 图 解 , 其 中 x 大空 
E V=LOL HHE- RE. y 是 工 中 的 任 一 矢量 并 考虑 g 
高 |x 一 | 及 高 |x 一 xs|。 这 里 高 |x 一 x,| 是 矢量 x 的 端点 与 超 平 
面 了 之 闻 的 距离 。 从 几何 上 来 考察 , 斜 高 天 于 商 。 贞 记号 表 示 ， 
| [x_x [s Ix—»l - (7) 
(7) 式 形式 地 称 为 正 投影 定理 . 这 个 定理 在 最 优 线 性 估 计 理论 或 
滤波 理论 中 起 着 重要 的 作用 .因此 ， 对 于 实 矢量 空间 将 正式 地 令 
述 并 证 明 这 个 定理 . 图 2.10-2 fA1B EE REC HIE RE JL. REEL 
定理 2.10-1 CEREK) WV aAA LEKA 
Ai x EV 中 一 个 矢量 ,了 E L HAERE, PAS Lh 


B3 y 求 便 得 
ix — x, S mala ix—y| (8) 
的 矢量 xy 的 问题 等 价 于 条 性 
| (x--x,,y)—0 (9) 
| * FF * 
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| ^X 
pO | 


图 2.10-2 在 子 空 间 上 的 投影 。 


Ak -— 在 子 空间 工 上 的 正 投影 ， 
HEERA RRX L HHE zA (ax, m 
的 任 一 y HKA y= z, Jep x 与 2 都 在 工 中 .于 是 
Ix — 中 一 Ix, —x 4-zi ? | 
= x,—xl*- [zl * - 2(x,—x.z) 


= |x, —x| ^t |z|? 


> |x, — x] ? 
这 就 证 明了 充分 性 .为 要 证 必要 性 ， 人 恨 设 
[x — x4] « Ix— yl (100. — 
由 此 要 推出 〈9)。 用 反 证 法 ， 设 L mAEREAGE Ww, fE 
(x—x,,w)-a]|w] *z^0 
其 中 a 是 一 个 常数 ， 今 设 
B Y=X, -aW 
是 工 中 任 一 笑 量 。 由 此 得 天 
Ix—y| °= Ix—x,—aw|: 
= [x—x, + a? jw] ?—2(x —x,,aw) 


= |x— x| ?—«* |w] 7 


于 是 
Ix —y1 *— [Ix— xjl| ?— — «a? | ?*«20 
这 与 (00) FE, 
站 38 » | 
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正 投 影 定 理 给 出 忆 中 的 矢量 x, (ERE x 5 x, 之 间 的 距离 为 
极 小 。 若 考察 由 (2.8-9) 药 出 的 两 个 实 矢 量 的 内 积 ， 可 看 出 范 
n Ix — xl A E 


Ex, ?= Y: xp)? 


iz] 


一 了 (11) 
i=] ` 
AF OGD 的 结构 ， 矢 量 x, WA TERUEL x B9 R4 
估计 . 也 即 矢量 x, 给 出 x 在 x 与 xy 的 坐标 偏差 平方 和 最 小 的 总 
CEDE, 
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2] sl 


2.1. ETERA HRBGS ES 象限 中 的 一 切 xm 
是 否 是 一 个 矢量 空间 ? 

2.2. 正 实 吾 数 的 集合 是 否 是 一 个 矢量 空间 ? GE 通常 的 意义 定义 加 
mios DBRUKOUUVI JOE RCEEPR S: 

2.3. 空间 Cla DOE CO PC HE acib 上 连续 函数 OEA 
函数 的 加 法 运算 及 函数 的 数 乘 运算 按 分 析 的 通常 法 则 来 定义 ， 试 证 CCo. DD 
是 一 个 线性 空间 。 | 


+ 53 >» 
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2.4. RFEA HEP REA 


« [D Dt D 


5 1 0 

4 0 2 
MENU 

8 2 9 

— 8 2 1 


4 8 6 
Eg GE? 
il 4 12" 
2.5. RERE 3] 关 于 基 行 矢量 [1 一 1] 上 与 [3 SHEM. 
2.8. EFEO 1 .一 1]? 用 基 矢 量 | 


1 3 2 
m s--1| n=] o | 
2 0 =i. 
XH. 


2.7， 在 习题 2. APR — 80 - EE Hed SR PE Ir B3? 
2.8. FARE HIE Myp — 8b 7x [e] Pr d Dg 


E 
SURE 
中 


2.9. RHR 
rT4yTÀ4z2 0 
的 两 个 线性 独立 的 解 矢 量 。 试 证 每 一 个 解 矢 最 能 写成 ENT NR HER HR 
性 组 合 , 固 此 硼 空 间 是 二 维 的 ， | | 
2.10， 试 证 CCa,5)( 见 习题 2.3) 中 的 矢量 组 (函数 组 ) 


+ dU » 


ER LL 
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r,—Cos, - 2, (D) - simt, z,ü)— 1 
是 线性 相关 的 。 
O 211. WEC DOLAR 2. 5) ft e RECO Ls -i 是 线 
性 独立 的 。{ 提 示 ; 考 察 线性 英 系 


CER 
BA REO. 
2.12. # p) J£ 09—0 ki E, PPM 及 前 起 阶 导数 是 线性 
| wr o) 2:11). 
， 把 列 矢 是 7 1 2 4 5 17 用 四 维 教 空间 的 基 矢 量 表 出 [参见 (2.6- 
DAL 
2.14. 二 阶 微分 方程 


d'y dy m 
21:19 54 2y50 


有 有 两 个 解 矢 量 ( 或 的 数 ) 

| yir) =e, — yir) e 
uy. : yi A EXPE Rr LES IEEE RUE RE y Cr) 8E, y, 与 入 的 线 
+l: 结合 "P ý 


—£2* 


yix) c y lr) tykt) 
2.15。 试 证 实数 集合 总 -个 赋 范 线性 空间 ， 这 时 范 数 取 件 实数 的 绝对 
值 ， 
2.18. 试 证 标量 


t- (Sinn) 


满足 范 数 的 诸 性 质 。 
2.17， 考 察 到 条 节 z= 二 Tx， mner. TADEG 是 一 个 合适 的 
范 数 ? | | 
[x] — max |s; |l.  fxi—E 
2.18, sx— T 5E Sn E 3 4 1 ESI IB AES. 
2.19. RA TARRE, dE e ES BLESSED 2 2 1 ES. 


AE JE 
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2.20. Wirk l 7 一 1 在 行 笑 量 EL5 7 4 上 的 正 投 形 。 
21. oki RRL? 一 1 2 3 在 由 行 矢 量 L2 一 18] 与 C0 3 17 所 生成 的 

空间 上 的 正 投影 

2.22. 设 X 5y 是 琴 个 正 交 矢量 ， 勾 股 定理 断言 ， 

Ix yl-1x[P-lyt* 

推广 勾 股 定理 到 % 个 正 交 矢量 的 情况 . 

2.23. 3x 5y 是 下 议和 关 昌 ,它们 之 间 的 距离 是 什么 ? # x 55 y EE 

”单位 长 度 , 求 此 距离 。 | | 

2.24. (cVE RZIR SEEN PUT DLE E Er? 几何 解释 是 什么 ? 

2.25. KB rfr RLI2315U019001ziHS9 3E. 

2.26. di ry=r, = -43,-1,XXBHiX HE x—[z, rz, wa] 所 确定 的 站 
线 与 坐标 畏 交 角 的 余弦 .[ 华 标 轴 田 (2.6-6) 的 矢量 所 确定 。]] 

2.27. R FFIR EETHL STAUB (OX y) s 


ta 
M 
i 
r3 
| Lx] 
ta 十 -e 
rm 
LlIILDlDl1^a 
s + 
ne 
| 
m1 
ty = o o 
Lud 


1 、 -3 
|3 | dr 

LN LS al Y i2 
€ 0 


c. a S bhit x 5 y B) HE, 
2.28. ok Cr FA] XE EL 


ài 1 2t 
| i | zm spi 
1 0 -~ 2 


2.29. *]2]KE 2.28 PRERANA, x x; 5x), 并 把 这 两 个 

[A f mE ti x, xD EE S, 
.30. Hi x&L2011]1[3—151], [9 42] 作出 一 个 标准 正 交 基 
2.91. Gja 六 中 的 矢量 ,与 Xa 


" i12 
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试 求 空 间 BE 的 一 个 标准 正 交 基底 . 

2.32. BA P 中 的 行 关 量 x= 二 [7 一 1 1 Wok REDE mS 
ak A. 

2.83. JE EL 5 2 1 ] 写 成 两 个 矢量 的 和 ,一 个 在 [4 2 01 d ini 
一 个 与 前 者 正 交 ， 

2.34. 对 于 关 量 [156JS[438] 验 证 三 角 不 等 式 ， 

2.35. XPprTXER[1—3 5 0j 与 [0 1 2 10] EruET RR I XX. 

2.86. GE x,y 5 z E EXPE Mor f AFARA x y xz iy zit) 
线性 相关 性 我 们 能 说 些 什 么 ? 

2.97. 试 证 两 个 矢量 是 正 交 的 ， 当 且 只 当 

Ix x»xl-—Ixl^ yl 
见 82.10 中 正 质 影 定理 的 证 明 .) 
2.38. WIE Ix yl xl 1yl RH x 与 y 是 线性 相关 时 成 立 . 
2.39. 已 给 一 组 # TERE u IH n IHE v 称 为 互 反 的 ， 对 侦 


的 或 华 随 基底 , 若 G 
CYU) =Â; 二 1 
试 证 一 个 笑 量 的 欧 氏 长 用 由 
[VI^ = Cx* ,x)= m x 
4d. Rn x-ir, Xem.) V &x u hide is AS, t= et raeil 
E VEE v 中 的 坐标 父 量 。 
2.40. frC(a,b) CR, 5 [28 2.3) FATAR CO S e COBS ARA 
d.e | fea 
XE X. DB XT PUBLIER] ERE CC — nhu) SER 
t, cost, sini, cos 2£,sin 20, ** 
AXE SEP. 
2.41, 在 习题 3， 40 PELDE KARAREN 76 备 的 x eA Se 
组 .因而 在 Cir) 中 的 任 一 国 数 ROD BE G RAA ERR. 2 28 10) 2x HEH 
合 ， 求 函数 ARCGOAUT EC RE RERO E. 


di «5 
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第 三 章 iS 


5.1. 历史 模 概 | 

什么 时 候 数学 家 开始 使 用 矩阵 是 很 准 阅 准确 的 。 大概 它们 起 
因子 行列 式 ,后 者 由 雅 可 比 (1804 一 1851) 发 展 成 一 种 简单 形式 . 然 
而 , 某 些 荣誉 应 归于 哈密 尔 顿 (1805 一 1865) ,他 第 一 个 观察 到 给 阵 
”乘法 的 不 可 交换 性 ,哈密 尔 顿 对 三 维 空间 的 旋转 或 变换 找到 了 一 
个 新 代数 ， 据 说 , 1843 年 十 月 的 一 天 , 哈密 尔 顿 同 他 的 妻子 出 去 
散步 ,这 时 新 代数 的 思想 闪 过 他 的 心灵 ,哈密 尔 顿 太 激动 了 ,于 是 ， 
他 就 把 主要 公式 刻 企 桥 近 傍 的 石 沁 上 。 此 尼 数 取 名 为 “四 元 数 ”. 
哈密 尔 频 期 次 它 在 数学 物理 上 会 有 蕊 大 的 应 用 。 可 是 四 元 数 有 一 
些 严 重 的 缺点 ， 以 后 为 张 基 分 析 所 替代 了 。 刀 哈密 尔 顿 所 指出 的 
四 元 数 多 和 矩阵 代数 方面 是 非常 有 限 的 .事实 上 ,在 1858 JE SUE 
(1821—1895) 报告 他 的 甘于 算 降 及 其 代数 的 著名 论文 时 , 他 没有 
提 到 哈密 尔 顿 . | | | 

矩阵 理论 的 宽广 范围 像 今 天 所 了 解 的 , 包括 % 维 空间 的 儿 
何 学 及 在 线性 变换 下 各 种 不 变性 质 是 由 山菜 及 他 的 迷 密 朋友 此 勤 
维 斯 持 (1814 一 1897) 所 发 展 与 盘 明 的 。 他 们 两 人 都 中 数学 家 与 受 
过 训练 的 律 此 ， 山 某 在 贷 构 大 学 教 数 学 , 西 英 维 斯 特 在 维 吉 尼 亚 
大 学 ,约翰 起 布 金 斯 大 学 和 牛津 大 学 教 数学 。 他 们 卫 人 都 执行 过 
一 段 时 间 的 律师 业务 LBell,1937]. . 


5.2. $BBESIBRECUNE 
AE IE JE — AHRR, dn CD X BER. 


+ odd + 
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rn Ga dr *t*t UI mE (1) 


Gar aas 99 Wins 
RE aus COS jo ED Ae Sic ik A B PERO Sc Ap e oc ou RR 
这 个 矩阵 称 为 复 朱 了 泗 . ERA A m fr X]. EE UDBPERIEX 
小 或 维 数 ,我 们 说 它 是 mox n(Qm 3E n0 BE, 一般， 我们 把 mr xn 
ERREA ER, Amn, BEER n TAE, 
EORPA, Tiri 与 了 分 别 给 出 元 素 4;; 所 在 的 行 与 
”到 例如, 元素 ail 是 在 第 一 行 与 第 二 列 。 元 素 0616025255 称 为 
 dEND HEU. NU E RME 
的 迹 为 trace A=TrA 
如 (1) 式 所 提示 的 ， 我 们 一 般 用 大 写 黑体 罗马 字母， FIM, A, 
EE IS!) 3p: PNE E UE Jun 374 PESE 
成 
Asa], 5 145m (2) 
i ?一 了 ,2 
其 中 入 的 元 素 记 作 a, p HN oí 
RE B ILE "n HERE c. H, 如 在 (2) 式 中 给 出 
T EJ (TE EUER A . IUA EF De BUT A A, 
我 们 就 明显 地 玫 出 其 大 小 与 元 素 被 定义 的 域 . | 
与 矩阵 A xn 4-4 igpEABIBMEA 的 元 素 按 主 对 TRA 
BM mé s3)89. 这样 得 到 的 处 阵 称 为 态 的 转 置 且 记 为 入 ,号 


Eii rt ml 

diz ao A m? 
AT 

kikk PBoR BOH OE BoROR BOR OkSOR O*-o* 

G 14 Con mn 


« d5 + 


m.s roam .—Àm cms aù sas nar ijr. cu any dei 
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若 A 的 维 数 为 mxr, LAJE A" PER nom, | 
AEEA m 行 且 只 有 一 到 称 为 ZlABBE CRB — P mxl E 
RES, ÆC) PERRE i FIDES 


其 中 记号 C, MERES i IERE., 在 第 二 章 我 们 定义 了 一 列 数 
作为 一 个 列 天 量 。 现 在 看 到 询 天 量 就 是 列 年 阵 . 

SERE A 的 第 i 行家 示 一 个 矩阵 

R,—[G4 Aia **' "gj | 

这 是 一 个 .1x n ERE RAITER. RIE RRE EREET R 
E. WP EARRA., SX 1 REB ILE SE O FR RRR 
行 舌 量 ,然而 要 注意 的 是 这 个 约定 不 是 经 常 坚 持 的 ， 特 别 是 半 矢 
Ti X — 1 BOCK SR PE BS Fr SPURS IRL .— A tr A NI AS nc o6 RE. 
REH., ATTER, Ps XP u TAG ER. 
例如 ， 当 工 是 一 个 列 撩 有 量 , RAAR JR xS [zi tg ce 0 xu] 
wE 


T. | 

Bose 49g to Pe DU E AB EE. x IBPMERTEL AE AEUE (6 

或 方 的 ， 一 个 对 角形 仿 阵 是 一 个 方 隆 ， 它 的 元 除 在 主 对 角 线 上 
的 之 外 其 余 的 "E. 上 矩阵 


+ Ağ ^ 
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EF ABpE EDS RUE PEBS DIT. 

MARR, A=B, 是 指 两 矩阵 有 同样 的 维 数 且 对 所 有 可 
能 的 ?2,7 了 有 90. 一 0,。 | | 

我 们 定 关 两 个 矩阵 的 和 是 第 三 个 矩阵 ， 它 的 元 素 是 由 对 应 元 
a DUE EIBJ. ER C-— A-FB AR eu E enS aut b X 


E TELKI 24 R8 ERE T DRUSI I eE AAE. E e 
PARERS , METE LER. 例如 ;和 C=A+B 
明显 地 可 由 下 式 给 出 ， 


[^ Cig MEN £12 Kui. Ma by ad 
Cs £23. C23 ba ba bu 
apa 8 157 515 e 
Gb: 5452 Gb 


Gy Hrs ag- 


k 个 相等 征 阵 的 和 , 即 
kik 
六 十 态 十 。 EÀ 

可 写成 RA， 这 个 定义 表明 一 个 矩阵 A 乘 以 一 个 标量 得 到 一 个 

新 的 矩阵 , 它 的 元 素 是 矩阵 A 的 元 素 的 严 倍 . 亦 即 RA 一 [Ra 让 ]。 

因此 ,当天 一 一 ! 时 ,可 看 出 一 个 矩阵 和 的 负 挎 阵 可 由 A 的 每 一 个 

元 素 变 号 而 得 到 ， | | | 
两 个 乱 阵 的 乘积 AB 定义 为 一 个 矩阵 C—[cud. 元 素 co 接 
关系 0,77 Y Giba | (3) 


k=] 


来 确定 . Rp pÆ A 的 列 数 也 是 oT EE 
作出 矩阵 乘积 AB 来 说 明 算 阵 的 乘法 .车 矩阵 和 是 2x3, MEE B 


是 3x2, 则 给 阵 乘 积 AB 是 
EM 4 Dl by 
| 11 12 is] b. b. 
Ls daa Bazd Ba by 


= 4/7 >» 


. : Pied ii " 有 ic Rum RU 00 7 
To —————— ppp Phiri Hy t 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


PA RB E EREA PERAR A UB Xn AB RERO XUL CA A 3 90) 
BiS TOLERA fr. ARE C—AB (JJ 3S Cus Cir 6215 Cn 
由 (3) 式 得 出 如 下 : 
| €, = abu T 041553 十 Gib 
C175 81091 azda + TELES (4) 
Ca = 631014 十 G5305; F Agab LS 
Cso = 051014 (25055 十 53503; 
[n] BEER A] ACE CES VALPABI SE C, a AL C; JE A 8955 — £1 X RH B 
的 第 一 到 舌 攻 的 内 积 。 203 ca 是 A 9S Sfr REIS BS 90 
矢 景 移 内 积 ，(3) 式 一 般 地 震 示 朱 阵 生 灶 的 相 容 性 。 我 们 籽 言 一 
^ m xr HE A pA pn 3 EE B f ERAB FU p—r INS 
— 维 数 是 mm, - | 
元 素 e, 由 (3) 式 给 出 , Ip i— 1,2, m. j—1,2, Lr 
RAO JU3R Co AARD 0 TRR 3 B 的 第 3 列 矢量 的 内 积 得 出 ， 
HEOR ITRE r=[r; 02 t ru] Eg eS e ca 
AI IERE R PUE Bs. | 
re= Ere; CEBEREBU (5) 
由 标 景 各 的 定义 , 这 个 标量 也 可 表示 一 个 实 的 行 矢量 与 一 个 实 前 
列 矢量 的 内 积 ， 这 就 是 说 ， 若 上 古 一 个 行 矢量 与 是 e A 
d. Br -5e WHARE 
(r,c) — (e, D= 开 re | (5) 


当 r 为 一 个 1xn 行 儿 量 与 6 是 一 个 %x1 ISI, 比较 C) 与 
(6), RIHIA TTU RIAN 
(r,c)--(C,rf)—rec 
到 此 ; SEP Ite d SERE I PU Pe RU AUR RE BO P AP A E WE 
EREDA., 设 工 与 了 都 是 ix 的 实 的 列 矢 量 , 于 是 肉 积 是 


«48 。 
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(x,y) —(y,x)— S x;y; (T) 
Ez] 


ERRER IH x" y —y^x 也 是 由 (7) 式 所 给 的 和 式 。 因 此， Ex 5 
y 都 是 列 矢 量 , 则 我 们 有 等 价 表达 式 
(x.y)—(y,x)—x'y—y?x (8) 
两 个 实 征 阵 的 绞 法 可 用 下 列 例 子 来 说 册 ， 
例 3.2-1 mr X BEES 
TEE 
1 0 , | 3 4 
托 阵 的 加法、 乘法 及 标 景 乘法 诸 运 筑 可 搬 寿 出 下 列 的 靶 则 . 
T， 分 配 律 | 
(A -B)C— AC-- BC 
A(B--C)—AB--AC 
(a 4 5)B-— aB -B Hirea S5 
aC A--B)-—aA-roB 
2. 结合 律 E 
(RA)B— R(AB) — ACRB) Hp k ema 
A(BC)-—(AB)C 
(ACT-B)C-C—A-T(B-C) - 
3. HE 
A--B—HE--A 
—R Vo. EPERRA E T HE2EURUS. AAA A E mxr i B 
|Jérxn. MERRER AB ETEK, AMER BA 就 没有 定义 . 
VER. "i BA 有 首义 时 ， 一 般 也 可 能 BAAB, “下 而 的 例子 说 明 
XX — Ei. 
E 3.2-2 ii 


" 449 = 
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BA-[ 18 " 
一 27 一 起 


有 了 时 为 了 方便 , 划分 矩阵 成 子 矩阵 并 按 分 匡 矩 阵 来 施行 矩阵 
运算 。 今 用 矩阵 乘法 来 说 明 这 个 想法 。 假如 我 们 考察 矩阵 A. 


Œj G2 dis Gu jp 


| a (o2 Qoa Go d 
A=| 9n Gni dm Guy 03 


Fai O42 | Gags Can 04s 


"EMEHEE II A SAY ERR I TARTE S ELEZRERIBRO. CEA 写成 
4 OE AX D | 
Ai ^ Arn 
| | 
其 中 
上 (1x2) 一 [ai Gi] 
Aj(1x3)—[0:5 Gu TE 


Ga Ay 
A (3 x 2) =| 3 Gz 
Aa Oa 


Gs Ga jg 


An (3 x 3) = Gs, Ga ag 


Gag Gaa Gag 
SAREE B, 它 与 A 是 相 容 的 , 即 AB ROO). pE B 必须 
有 五行 及 任何 列 数 , 设想 B 分 块 成 


* 5 =» 
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bal 05; | 
中 B = bal Baa 
541 Pas 
Gs 5. 
用 更 贤 庶 的 记号 :B 有 分 块 形式 
Hil 
B= | 


TUA Bii —tE3E X 5r HE ABPER)SEIE. B 

A1B, -F -— 
LAngBi 十 AuBu 
考察 分 块 和 矩阵 的 维 数 的 相 容 性 ,我们 见 到 入 分 块 成 2x2 而 B 分 
上 成 2x1, 需 乘积 是 相 容 的 ， 即 A 的 分 瑞 列 数 等 于 B 的 分 块 行 数 ， 
乘积 AB 是 一 个 分 块 ?x1 和 矩阵。 可 以 断定 分 所 55 笑 相 乘 的 一 般 
守则 是 


AB — 


ur 
=| JZ Aa Ba, | 
"cl 


AK rh A, 是 A pA TE Eia S rix 5, m Bi; 是 BB 的 一 个 子 
Dh HERO xi. 

THLDBXT BIA SEREN 一些 观 察 结果 来 结束 本 
TH. 例如 比较 容易 看 到 矩阵 和 的 转 置 是 转 置 的 和 , 骨 记 号 表示 ， 

(A—B)'—A"--B* 
用 元 素 表 示 上 述 关 系 为 
La tb 二 [ap t Ln]? 
一 [Le 本 十 上 
我 们 把 下 列 关 系 的 证 明 作 为 一 个 练习 留 给 读者 , 
(AB)* —CB'A* 
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3.5. ERE 


REER E TENTES. RAER k ERE 
我 们 去 “ 除 ”， 在 这 R EROR E E R E A E a 
fe E NA — 3A. RRELA, AARE 
ALIFE. Ba ERF EAA ERD 。 为 了 严格 
二 研究 处 陈 的 着。 带 要 叙述 -: 些 另外 的 概念 ， | 
为 此 ARREA, CEDE n TARE COCOS X 
Won MIRR RoRo; Ra. Æi AIRE G 与 第 主 个 行 笑 量 


LI 
R; xz 


C= . | ,及 ;一 [ Gi 0; te Onl. 


Ami 
Hu tt C ED A: RARA A 的 列 空间 , ITRE R, 所 
.， Perkdy de EE RE SR OU A ffr. — TEES TICAD ERE AU 
mz CD 2x pA. EUG A 的 行 ( 列 ) 空间 的 秩 等 王 A 的 线性 
独立 的 行 ( 列 ) 条 芋 的 个 数 。 行 秩 等 于 列 黎 ， 我 们 用 2x 4 年 阵 
| [ón bis big Pig 
di baz Dos Do, 
WARE FREE 2, BEA 秩 不 会 超过 2。 因 只 
有 二 个 行 矢 量 ， 故 行 秩 不 会 超过 2， 仆 设 也 的 前 两 个 列 是 线性 独 
aL. JPÓSERTRTL | | 
bi 05 
bia Ds 
bis | 
biu bs, 
(0 —AHEBIERS GE EB), RETA GATE H5 XC 


4 592 e 


L] . ] 
mst ocn acos2 am mea ral diei E CHRIS! rT 80807 c0 
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于 是 得 出 Br 的 两 个 列 矢 量 也 是 线性 独立 的 。 例 3.3-1 更 生动 地 


说 明 这 个 结论 。 
例 3.3-1 此 阵 
1045656 
c-l 112 | 
. 有 列 秩 2. HONESTA Ae Boot REPRE RU JM Gra. CHTRE CR 

) ORARE) 的 线性 独立 性 可 由 研 究 线性 AR 
l 0 0 
0 1 0 
gi 4 1 二 5| 1 |=| 0 
5 2 Ü 
8 _ 3 0 


ERE, EAR 4 一 Bb 一 0 JERE- BE, OTLA C 的 行 向 量 是 线性 独立 的 。 


MT TT Me meal 


sh i 


3.3-1 中 的 算 阵 是 奇异 的 。 如 果 算 阵 的 行 笑 量 及 列 矢 具 都 是 线性 
独立 的 ， 则 此 和 矩阵 是 非 奇 ( 趾 } 的 ， 能 够 满足 上 述 要 求 的 唯一 可 能 
HERE NRE. MA AIR Ee TAE EDR EN 
阶 ， 可 以 断言 ， 一 个 矩阵 如 果 有 一 -个 r BERTIER, BA W 
数 大 于 r 的 非 异 子 矩 阵 , 则 此 和 矩阵 的 秩 为 7{ 见 习题 3.11). 

我 们 假设 学 生 已 熟悉 行列 式 的 基本 理论 ， 和 矩 降 B 只 当 它 是 方 
性 时 才 有 行列 式 ，B 的 行列 式 记 作 |Bi 或 记 作 

ba bb 


bu bas : "Dan 
如 果 % 阶 矩阵 B 的 秩 小 于 % ; 则 B HITIA., 换言之 ,大 中 的 
行 { 列 ) 矢 量 是 线性 相关 的 , 则 其 行列 式 为 零 。 HTA AN] 
”说 一 个 非 奇 优 阵 是 一 个 方 陈 ， 共 行列 式 噶 于 零 ， 这 就 给 了 我 们 一 


a 53 > 
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个 求 矩阵 的 秩 的 方法 。 获 是 惩 阵 中 最 小 非 零 行 列 式 的 阶 数 。 前面 


的 概念 可 由 下 面 两 个 例子 来 说 明 ， 
例 3.3-2 SEDI 8. 3-2 中 景 太子 方 阵 阶 数 鸭 2. r 
fr FE | 
hi 
=1 
0 1 
NH S2, 


$4 3.3-3 求 4 的 以 俩 三 个 关 量 


eF EEE 


是 线性 相关 的 。 我 们 把 行列 式 
A 10 
2 10 
3 1 l] 
等 于 堆 。 因 此 车 44=2, 则 这 些 矢 量 明 线性 相关 的 . 

可 以 证 明 [Shilov , 1961 | RAUS DERE ENTRE TRU AE 
个 矩阵 的 秩 。 即 ,例如 AB 的 秩 等 于 或 小 于 A 或 B 的 秩 ， 
rank H 


rank AB< | 


rank A C> 
-Esh # A Ea, MI 
rank (AB) —rank B (2). 
EK | | 
rank (CA) —rank C {3 
作为 上 述 的 推论 ,可 得 :名 入 与 了 二 者 都 是 非 河 的 , 则 
rank(AB) 一 人 (A 
rank A | 
RRN FLRdERHEIE UR BUE AIRE. 
TAI 
« 54 
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Tp 


BA 一 I (8) 
成 立 , MIERE B KATERE A durus. h I dETHASOBEME 或 单位 
pE. HD 工 是 一 对 角形 矩阵 , 主 对 角 线 芋 均 为 1， 其 它 处 均 为 零 .。 
FERRA PER: 对 子 任 何 的 A 5 B, IA-A K BI-B, dA X 
B APE. R | | 
AI—IA—A 
BI—IB-:B 
假设 B EHRE A iyu, CABOS SE 
| BA—AC-1 EEG 
于 是 妨 称 为 是 可 逆 的 . MA B-C.BAd EB IEA"-B-C, 
BILE A RA 的 道 , 则 有 | 
| ACACAAC-—I | (7) 
其 中 工 的 行列 式 是 1. | 
求 矩阵 的 逆 有 许多 计算 方案 ， 我 们 不 能 在 此 一 一 到 出。 然而 
Tii )S8 io HH EE EAE SE AG VE 7 iori PER 77 5 [ Hildebrand ,1958 |, 2 
例 3.3-4。 也 要 说 明 一 种 特殊 形式 的 矩 隆 (ERER) 的 道 如 f 


3.3-5, 
例 3.3-4 此 阵列 的 送 有 时 用 下 列表 近 式 来 计算 ， 
— M" 
M -7MI 


M* 的 元 类 由 M 的 代数 余子 式 给 出。 设 es(i，j 二 1,2,"… m) 是 MM 的 代数 
余子 式 , 干 是 | | 
| M*-[e, Y" 


1 2 3 
M-|1 3 4 
1 4 3 


1418158 P6: 


in z. NATIO 
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mars nb dos -HH rE ses FE a Br hee hE i Th EE PF CLT HE al T r a 


= Í E — 
4 8 IM E 
2 3 1 3 1 2 
m=i :|-。 kn 1 i-o e=- 2 一 
12 8 1 3 | 1 2 
eje i-e i 


Pad 
Q4 M* 1 1 : 
Pc em uuu mes mes 

M =M] 2 9 7 

1 1 

2 175 


我 们 顺便 注意 到 例 3.3-4 中 计算 的 复杂 性 使 它 对 四 阶 起 更 高 
院 算 阵 将 成 为 不 易 使 用 和 的。 若 矩 阵 是 * 阶 的 , 则 有 %? 个 % 一 1 阶 
行列 式 要 计算 ,对 大 的 n ,这 是 一 个 繁重 的 任务 。 我 们 也 可用 分 块 
矩阵 来 导出 计算 道 的 方法 CLA 3.130. 由 于 数字 计算 机 的 出 
现 ， 许 多 旧 的 新 的 与 特殊 形式 的 反 演 方案 提 到 面前 来 了 。 BEA 
3.3-4 的 方法 对 于 我 们 的 需要 来 说 将 是 足够 的 了 ， | 

A 3.3-5 REPRAN: 


1 Ü + 
P= cos —sin d 
sing - cos g 


u 

g 

I ø Ü 
.P^7-—|0 cosg sing 

0 —sin9 cojë 


— KEP RFE O ERR EH P (CO) PC— 0), 


4 5 + | 
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里 
”PPT pr o o 


h C 
m | dm — à: 5 


1, lee 


E C 易 一 方面 ,利用 兰 角 恒等式 ,能 证 明 
| PDP PO 1 B) - 
因此 ， 若 0— —8, TER POPC OSPS 这 就 证 明了 P-'(9— 
P(—0), EBCOX HS EBIBZ C) - BC— AM 535—581 , 
[P()B(G) T -BC-4)B(- 0) 
` AL EXE A AR ERA. aA AA E Zeixkkcei] BOB 
w, Haragi, | 
BE £r Hn XT x Sap pie SEO HE MECEXUR. 首先 叙述 容易 
uEPS 33 X [ Murdoch, 1957 ] Æ A 5 B HARE, MWER AB 的 
行列 式 是 各 行列 式 的 乘 租 、 Rp | B | 
; det(AB)—det AdetB > | (8) 
在 例 3.3-6 中 说 明 (8) X. | 
t 3.3-6 RE A Bf AUS. 


14 5 | 
("^-i2810|, detA=0 


000 
| 1B A Pk B fio E PEARCTOU ' | 
" 100 | | 
| - 04 | detB — 12 " 
| | 24| [| 
FRENE AB JI E. E 
à 2 1 26 28 | 
j | | | - 52 «| det AB) — (detA) (detB) —0 
0 00 | 


B 利用 (8) 式 ;从 (6) 与 (7) 看 出 
| det(BA) —det(AC) —detI—1 
| detBdetA — detAdetC — ] 


det(A !A) —1 
detA !detA —] 


E 


e 57 -* 
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， “因此 ,一 个 纸 阵 只 当 它 是 非 奇 的 , 即 当 detA 天 0 AAE. 
MORETH: Br TE SEHE PERU OBL RE MERO. EXT, 
F At B HAIA ERR, RU | 


(i) (ABj7—B"!A^" ， | (9) 
Gi) (AC)! -A | (10) 
Gi) (A-OT-(AT! | |. (aD 
为 要 证 明 性 质 (i) ,注意 到 | 
| (AB)(B''A"I)—A(OBB DA"! 
'=AA =I 
其 它 性 里 都 是 -容易 证 明 的 ， 性 质 (i) 的 结果 能 扩展 到 更 一 般 的 结 
果 : 


-A Ped, d. LATA! (12) 
自然 EBEE A A ,AA， — | 
3.4. 线性 型 与 线性 算 子 | | 
学 生 无 疑 有 机 会 学 过 多 元 函数 . 设 Flziyza，……zo) 是 % 个 
实 变量 s. 的 标量 函数 ， 这 个 函数 可 认为 有 一 个 矢 元 ， 这 就 是 说 ， 
EXE x 定义 为 RR 个 有 序 变量 tit ttan MAR 了 .可 看 作 | 
矢 元 x 的 函数 而 写作 :， | 
fitit” ss = f(x} 
有 了 这 些 引导 ;我 们 定义 线性 型 为 矢 元 u 的 标量 函数 fG), 


: 它 满足 线性 性 质 
(D fic y = 了 (x) + f(y) {可 加 性 》 
Gi) f(ax)—af(x) 274-9 


其 中 a 为 实 常量 ， 作 为 线性 型 的 一 个 例子 , EXT RE E 
量 ; 并 克 察 内 积 {c,x) 二 了 (x}， 此 内 积 满 是 上 述 性 质 , 因 | 
| (c,x- y)—(e,x) + (e,y) 
E 
(6,ax)-oa(c,x) 


». 5 + 


Ue l =e en Pe mm p ra 20 
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矢 函 数 。 例 如 在 第 四 章 中 ,我 们 用 定义 一 组 变量 ox: om 称 
为 状态 变量 来 描述 一 个 物理 系统 的 性 态 , AR E n mns 
za]" 称 为 是 这 个 系统 的 状态 欠 量 ,通过 这 个 笑 量 xo RTT Hd 
象 记号 

x, 7F(x,,u,) . E (1) 


来 描述 一 个 系统 、 JAORAFERTA TG uH RR 


&. | | 
XL E JE ACER BEULULEE Hh — KEAS- P Roe Ho AN, 


ETUR SK RINUDATHRUEHEUR 


ETL OX EO 
给 出 的 ,其 中 e ELS nx n ESAE A 是 一 个 nx m 矩阵 ,我 
们 将 在 第 八 章 中 详细 研究 这 个 方程 ,这 里 只 是 为 了 说 明 方程 (1) 中 
mie. 


为 了 说 明 变 换 或 映射 的 思想 ， 让 我 们 考察 u=0 的 情况 . F 


是 有 简单 的 矩阵 方程 


Xp = Px, | 3) 
RIRE xs LT 313 EL3 $E EE SEIT 


或 映射 矩阵 (在 以 后 各 童 ,我 们 称 P 为 转移 振 阵 ) . 


现在 导出 与 失 函 数 有 关 的 一 些 更 精确 的 数学 概念 ， 为 了 简化 . 


讨论 ,只 考察 一 个 矢 元 ， 作 为 开始 ,考察 矩阵 方程 | 

y=Cx | | (4) 
XB CÓE px n E, 我们 可 以 解释 方程 (4) 是 一 个 从 矢量 x 到 
Aa y 的 变换 或 旺 计 ,更 明显 些 , 我 们 沽 峻 一 个 n 维 空间 X iix 
TE X ZB. S^ pdSkxBY, 而 y 在 了 之 中 ， Fi mua， tU, 


39 X 的 一 组 基底 ， X h;h;,,h, 为 了 的 一 组 基底 ， 则 方程 (4) 


的 变换 是 把 羡 中 的 每 一 个 笑 量 
* 58 >» 
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x= y^ du; " 8 (5) 
连 系 于 了 中 的 一 个 矢量 
y= Lyh | (8) 
”方程 (4) 定 义 一 个 算 子 .特别 是 像 我 们 以 后 将 要 见 到 的 它 Æ LT 
一 个 线性 算 子 。 一 个 算 子 不 严格 地 说 是 一 种 关系 ， 它 把 一 个 空间 
. 欧 矢 量 与 另 一 个 空间 的 矢量 联系 起 来 。 AIBEC 就 是 方程 (4) 中 的 
_ 算 子 , 它 确切 地 说 出 如 何 由 x 变换 到 y。 如果 我 们 设 F 是 一 个 算 
子 ; 它 把 x 映射 到 7, 可 用 记号 表 为 一 F(x)， 
“一 个 矢 元 的 矢 函 数 &(x)， 它 满足 线性 条 和 件 ， 
(i) SCu+v) 一 S(uj+S(v) 《可 加 性 ) (7) 
Gi) Stau) 二 aS(u) 《 齐 次 性 ) 《8) 
称 为 线性 算 子 . 方程 (2) 及 (4) 的 变换 ， Ip od 4-1 中 所 说 明 的 , 它 
“如 都 定义 线性 算 子 。 l 
fi 3.4-1 RFE - | 
y-Cx i 
MUR RD dg UCHE PARERE, EHE x. Eon 是 任 二 个 列 矢 量 , 则 对 任 
4n a p 
C(x,4-x,-—Cx, Cx, 
及 mE | 
iu | €(ax)—aCx 
f 86,2; $3(2) E SOM. x, 5u, 二 者 是 线性 的 。 | 
SIHSUEI HERE IS ARE Ru Ep IE——ÓM E. 由 例 3.4-1 
清楚 地 见 到 矩阵 方程 满足 线性 条 件 (7) 与 (8)。 这 就 是 说 矩阵 方程 
是 线性 算 子 我 们 想 要 征明 其 逆 , 每 一 线性 算 子 对 应 于 一 矩阵 . 
ARREU ERTS REHAB. Hu kSu,AE Y 中 的 一 
DRE, JEREXOU JE RE h, 的 线性 组 合 


ZEE 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory" 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


| 
Su, 一 $ 84h. D (9) 
i i=] 


. 其 中 sa JE E Su 在 h 基 中 的 坐标 。 X; 8 作用 在 每 一 个 基 矢 量 
上 ; 则 (9) 式 一 般 地 为 BEEN 
E | | Su,— Y^ s; h.; j—1,2,***,n (10) 
35 E L0 A PXSEUA x, (x E u 基 中 的 坐标 ) 并 对 j 求 和 ， 
HC MN | 
375, Su, =- (2 suh) 
i=] mn 
| E (Eien) l (11) 
(0 im] “j=l - Dl 
由 线性 性 质 ， 也 有 、 | 
^ 
y 一 号 G)-s( Y: Tu, j=: ŞT Su, = iv (12) 
il =1 i=l . . S 


其 中 yy 在 b 基 中 的 举 标 ，， 
”比较 (11) 与 (12) 的 右边 , 求 得 


= X k—1,2,***,.p 7 {13} 


方程 (13) 可 简写 为 拭 阵 方程 | | 
y—Sx | - (14) 
JOhx5y2s53DEnx15px1BFlA dE, S EE S=] 
这 样 ,我 们 就 建立 了 ,对 把 义 中 的 所 量 x MOMZADY pR yE 
一 线性 算 子 ,都 有 一 个 如 前 所 说 的 矩阵 与 之 相对 应 ， ETER p 
行列 ， 它 的 元 素 依 赖 于 XX 与 了 的 基底 ， 
MEERKERK IE RILASID A. EKRE, W FS 


I 
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je X b fo^ Ee x BRE X rS AR y. Heus usu e X HE 
WE SOT BER ETRE Su, 可 表示 为 基 矢 量 的 线性 组 合 


Su, = $ 3,0, (15) 


ih (15) BOXE NERE S— Lo; H8 202 ECT dE u B ABE. 
(15) 表明 8 的 第 j AIRES, 由 矢量 Su, 的 坐标 组 成 。 这 也 清 
楚 地 表明 线性 算 子 的 矩阵 S 依赖 于 基底 0 加 
若 我 们 知道 了 算 子 关于 基底 uaz，……yus 的 矩阵 ， 则 由 方程 ， 
《13) 能 够 决定 算 子 作用 于 蕊 中 的 任 一 矢量 x 的 结果 。 特 别 是 对 由 
和 
y —S8x 
其 中 x 与 Y Ren HUE. Er Sy dEx5SyXT Au 
的 坐标 
现在 我 们 建立 了 线性 算 子 与 抢 阵 之 间 的 对 应 。 总 之 ， 每 一 个 
矩阵 对 应 有 一 个 线性 算 子 。 反 之 ， 对 每 一 个 线性 算 子 对 应 有 一 个 
和 矩阵. 特别 是 每 一 个 n 阶 矩 阵 对 应 把 n 维 空间 映射 和 自 身 的 一 
个 线性 算 子 ,反之 也 真 ， 

建立 了 算 子 与 矩阵 之 间 的 对 应 之 后 ,我 们 可 以 自由 运用 上 随便 

那 一 个 概念 都 是 十 分 方便 的 .有 时 用 算 子 比 用 抵 阵 更 方便 ， 因 为 
用 算 子 时 不 需要 定义 基底 。 像 读者 已 经 观察 到 的 ， 我 们 对 算 子 与 
算 子 的 抢 阵 之 间 没 有 记号 上 的 差别 ， 因 此 y=Ax 可 以 用 作答 姓 
.方程 地 可 用 作 线 性 算 子 方程 。 翁 车 必须 区 别 的 话 ， 只 要 明白 说 明 
所 取 的 观点 即 可 . 在 下 例 中 可 找 出 线性 算 子 的 秆 阵 ， | 
! — £88 3.42 Won fli RR(m) 的 基底 为 bus ns。 Ex o ROO B 

的 任 一 矢量 ， 即 


n 
XD T 
z1 


WI PIGHxXÉ, 


s 52 = 


— mr. ———— € 
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Px= SP. men 
。 这 个 算 子 的 矩阵 ,其 第 EFL RE Pe, 在 基 中 的 举 标 , M 


Px = S xPu; b Pu, 
iw] i [x mi 


Us i-1,2,--«,m 
Pio i=m+l, e8 
nxn íEBEPfhzAEE | 
[一 ð | 
P= — i ee i 
o0 {in 


在 建立 了 算 子 与 矩阵 之 间 的 对 应 之 后 ， 现 在 来 建立 线性 竹子 
药 和 与 积 闻 它们 各 自 的 矩阵 的 和 与 积 之 间 的 对 应 ， 设 各 与 也 是 
两 个 线性 算 子 使 得 ACE, BDE s EZ [H X 9586 — A EE Ha 
卫 中 的 一 个 矢量 yY，{ 假 设 入 映射 X 到 自身 只 是 为 了 方 恒 ,》 用 式 

F 
Cx —AXx + Bx 

定义 算 子 的 和 . 

Lo. SENTA 与 BB 关于 P PONE N E 
BE, TENE — REARE S g 


TE = Áu, + Bu, 


ay G; uot Eon, 


iŒ]; 
= b CH T 5,, Ja 
i=] 


由 此 得 到 算 子 C—A B HER Ceo] 是 由 入 5 B 的 矩阵 和 给 出 ， 
Bite; |— La; + 5,, 1. 
| + 53 s 


rie ET : - 一。 一" NOR scr 
——————ÓÓ——ÓÓa Em (e — 
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现在 这 是 十 分 明显 的 ， 矩 阵 代数 与 线性 算 子 代数 之 问 存在 一 
一 对应。 事实 上 ,我 们 可 以 继续 证 明和 矩阵 相 乘 对 应 于 算 子 相 乘 ,又 


His E CELO IT JH HABE. TUDREASIEBDMCT S UBER 


之 间 的 对 应 ,我 们 就 可 断言 [Shilov ,1961]; 算 子 的 加 法 与 乘法 服 
从 分 配 律 ,结合 律 与 交换 律 ,关于 矩阵 加 站 与 乘法 的 这 些 法 则 已 列 
在 $3.2 中 .其 次 ,基于 矩阵 的 秩 , 奇异 与 非 奇 等 概念 以 及 关于 蝶 
阵 的 一 盘 讨 论 都 可 转 到 线性 算 子 上 去 ， | 


$.5. 基底 变换 与 相似 性 


我 们 已 经 证 明 4 维 空间 的 任 一 矢量 v 能 够 用 基 欠 量 uyu2，， 
; Us ME— XS | 
| X 一 S ai ~ . | (1) 
Bon 称 为 Y 在 基 u 中 的 坐标 。 并 且 定义 过 v 的 坐标 矢量 作为 一 
个 列 矢 量 。 A a 比如 说 
是 ui,us，，… ys 的 坐标 :以 及 线性 靠 子 在 两 个 不 同 基 I 中 HJE 


—' | 
nb 


= pais |$—1,3,* | (2) 


| ELA T ER. O——— HI" ! 


g u? 能 表 为 基 矢量 U Byzk pk 4. 3X pai R= 1,2,** n) ut 在 
基 中 的 坐标 ， TEX u* 中 ， v AE 89 3635 3 + 


| v-lew AES (3) 
"TP, | EE ! 
| EQ 3r e 
+. 64 | 
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比较 (1) 与 (1)， 得 关系 式 


s= 2 , fut ue k—1,2,** (5) 


XUL CORES RUBBER. 设 x 是 Y 在 基 u PAAR, rü 


x ”是 Y ÆR u' 中 的 坐标 先 量 , 于 是 
x= Pg" | | (8) 


Jb P P—[»;,] SE Eze BEES AE p BOBEE, .可 看 出 让 关系 


MW ar TE ha a e, = 


， 式 (2) 所 定义 的 矩阵 是 P 的 转 置 ， 留 给 读者 去 验证 了 是 非 奇 的 
例 3.5-1 说 明基 矢量 的 变换 、 


例 3,5~1 考察 由 旋转 学 标 轴 引 起 的 誉 标的 变换 (基底 的 变换 )， 好 图 


3.5-1 Biz f e; 轴 族 转角 6。 利用 (3)， iE |e; 1 二 1 可 写 出 
e, —6, - 
€; —cos 0 e, +sin fe, 
ef — — sin § e,+cos e 


21 31:12:11. P 为 


I Ü 0 
P=; 9 -sd Á —sinG| ` 
0 sing cos 8 


ELFIN 3.3-5, 


©, 


图 3.5-1 ZAAR PEREA ARER ERER). 


(6) SJ UL Ae RE UD HE E ELA ILE RI OE. 现在 研究 


线性 算 子 在 两 个 不 同 基底 中 的 矩阵 ， 为 此 目的 , 设 A 为 线性 算 子 
62/7 
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-在 基 m 中 的 矩阵 ， 因此 我 们 有 和 矩阵 方程 | | 
| y-—ÀX |. (7) 


其 中 x 与 次 是 在 u 基 中 的 坐标 矢量 ,其 次 ,在 车 a" h, AEF 
一 算 子 的 矩阵 方程 为 ` 
| y*cA"x" | .8) 
坐标 矢量 y 与 了 之 间 的 关系 为 
y-Py" 
或 " 
y*—P'y 
先 利用 (7) FERC), RU 
0000 y* —P^!APx* 
| 把 此 方程 与 方程 (8) 比 较 之 ,得 | a 
A"=P AP (9) 


(9) 趟 指出 如 果 线性 算 子 在 第 一 个 基底 (m) 中 的 矩阵 已 知 又 坐标 变 
HERE P 起 已 知 ， 如 何 狗 定 此 线性 车子 在 第 二 个 基底 4u JR BSÓE 
PE. BRAA (9) 所 联系 的 两 个 矩阵 称 为 是 相似 的 . ELE 
知 对 应 于 同一 线性 算 子 的 给 阵 是 相似 的 ， 
容易 证 明 相似 矩阵 有 相等 前 行列 式 . 设 B 相似 于 A g 
det B—det( T ! AT) 
i ` =de T! det A det T 
— det À 

其 中 T 是 上 坐标 变换 炬 阵 。 这 就 表明 一 个 算 子 的 “行列 式 ” 与 用 来 定 
义 算 子 和 矩阵 的 基底 无 关 ， 在 我 们 的 一 些 研 究 中 ,， 有 机 会 使 用 这 样 
的 矩阵 ， 它 是 与 对 角形 矩阵 相似 的 , — BRE A 与 对 角形 矩阵 机 
亿 ， .是 指 存 在 一 个 矩阵 了 使 得 | os 
| T^"! AT—diag[ d,,d5,** -, d, | (10) 


在 8 3.8 ,我 们 要 叙述 求 工 的 一 个 方法 。 例 3.5-2 给 出 的 矩阵 与 
角形 矩阵 相似 . 


“ Ee | | E i 
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相似 于 对 角形 矩阵 


其 中 


5.6. 伴随 算 子 


伴随 线性 算 子 定义 在 % 维 西 空间 中 、 这 就 介 许 我 们 不 仅 去 琢 
达 一 般 的 结果 而 且 引 进 元素 在 复 域 中 的 矩阵 。 设 A 是 ” 维 西 空 间 
€ (n) 中 的 一 个 线性 算 子 , 并 考察 C G0 中 性 两 个 矢量 x 与 y。 伴 
随 算 子 正式 定义 如 下 。 | f 
定义 3.8-1. SP A" 称 为 对 算 子 A 是 伴随 的 ,如 果 
| (Axy =a Ay —/—— ^ (1) 
算 子 A 的 矩阵 与 伴随 算 子 A* op PES RISE Rz 是 容易 建立 : 
fr. 没 算 子 和 在 某 一 标准 正 交 基底 el 8), * tt, e, p B ABE a; ). 
R3. 4-18) , 可 写 出 | o. 


Aes me: j71,2,***,^5 E i (2) 
k-—l , 
矩阵 元 素 a 可 由 e; 与 (2) 中 的 矢量 的 内 积 得 出 。 特 别 是 有 
(Ae,, €) = 3 a,, (6, e;) 
ki " 


=a, i,j—1,2,*,n (32 /— 
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今 设 伴随 算 子 A* dE] —dE po Co]. MEEHAN 
O REHA, A", A e, KERR RRA i - 
Mo- Yat m | | (4) 

ke] E 


如 上 进行 , 求 得 
(e, A*e) — Y (è aže) 
k=] . 


-— 2. TER CIRIO. 
- (5) 
比较 (3) 与 (5) ,并 注意 到 (1), 看 出 | 
(0; md; (^ 
因此 算 子 A" dup EXESR A — a BEZ E 
 A=[as ERTA WEE, A* —Laz] 是 伴随 算 子 A" 的 矩阵 ，- 
Wil : B 
CAT-A* EEG 
由 (6) 式 定义 的 矩阵 A* JE A 的 复 共 轿 转 置 , HE 称 为 是 矩阵 A 
的 伴随 矩阵 ， 这 样 , 我 们 就 建立 了 对 应 ， 在 标准 正 交 基 底 中 ,伴随 
矩阵 对 应 于 伴随 算 子 ， | 
正规 线性 算 子 (矩阵 ) 被 定义 为 一 个 算 子 ， 它 与 它 的 伴随 算 子 
是 可 交换 的 , 邯 AA* 一 A*A， 一 个 线性 算 子 (RERE) 24 H"—H, 
Coo BORURDOETERC T. SPUU* -U"U--I, 称 为 西 算 子 。 对 实 矩 阵 , 有 
A* —A", — A SEABRE SS A 二 A" 二 妨 , 称 为 对 称 的 ( 自 伴随 的 ); 当 
AA* 一 和 AT 一 A7A =I; RAER. MRENE Ki K”=—K 
称 为 斜 对 称 的 ， | 
例 3.6-1 fn HEC EC 2 il Rih, AERA TREA ja] f ER. 
BE x 5 y Jo RGD fo Ae E, X P jÉ—^r-1ESS RT, , Rl 
(Px,Py)— SUP I9 


* 68 . 
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— (x,P"Py) 
=(x,y) 
 PRPESIRBIE ERUTCTY- SROSSEEREET. EH 3.3-5 中 讨论 过 的 
钴 阵 是 一 个 正 交 算 子 的 矩阵 ，( 也 可 见于 例 3.5-1 中 的 矩阵 及 其 
| 物理 解释 .) 从 而 ,这 个 矩阵 称 为 是 正 交 的 ， 在 西 空间 中 ， EATE 
: 等 距 的 ,因为 
(Ux, Uy) —(x,U"Uy) 
—(xy) 


3.7. (EE E SPIRI | 
OREW R—RIBHHRCT: CE n HA ER] X RUAERSE m HAE 


Zn. 设 x 在 了 中 y 在 了 中 , 形 如 y= 二 Wx 的 一 切 舌 量 的 集合 是 


一 个 矢量 空间 , 它 称 为 是 W 的 值 域 空间 . 记 这 个 空间 为 RCW) ,我 
们 看 到 它 是 了 的 一 个 子 空 间 . 空间 E CW) a V PISIS 
BUR. | 

W 的 委 宝 问 也 是 一 个 矢量 空间 ， 它 是 由 使 得 Wx=0 T. 中 
ki x 构成 的 。 因 此 零 空 间 ( 记 作 IN CWO) 是 在 下 中 一 切 由 WW 
PH SU AREE x 的 集合 . DT 
值 域 空间 也 可 以 属于 零 空 间 . 

$i 3.7-1 设 入 是 一 个 线性 算 于 的 矩阵 ， 


考察 区 中 的 列 矢量 x==[ 0 nl EG 
| " T. 
Ax-[ 0 a 
&k A Ux BUSCO y. B y 在 RAO B, AI y Ule W{A) 中 ,因为 
Ay —ACAxX) — A!*x— f | | 
线性 算 子 W 的 秩 定 义 为 RC(W) 的 维 数 , 入 (CW) 的 维 数 称 为 全 


is 


. 69 =» 
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Hynd xAARBE. 由 于 咎 子 与 矩阵 之 间 的 对 应 ,从 而 得 到 ,一 个 算 子 

的 秩 和 它 的 矩阵 W 的 秩 相 同 ， 这 个 AE SE SLE X 中 的 任意 基 说 

uu, 二 及 了 中 的 任意 基底 heban bn Ez 这 就 是 说 ,如 

前 房 讨论 过 的 ,矩阵 网 的 询 Hi sls c Wu, Wuz °, Wu, 构成 。 
” 另 一 方面 ， 


y=Wx=W Yi 
i=l , 


= 9 rW e | (1) 
i-i 2 


这 说 明 RCW) 的 维 数 等 于 Wu, Wu 有 Wu 中 线性 独立 矢量 的 
最 大 个 数 。 | 
|. AARE n HER TRU RR SEE EL SART. 如 我 们 已 看 到 的 ， 这 - 
样 的 算 子 与 x# 得 隆 之 间 存 在 一 一 对 应 ， 老 算 子 的 行列 式 不 为 
零 ,这 个 算 子 称 为 非 河 的 , 它 与 前 述 的 非 奇 移 阵 的 定义 是 一 臻 的 。 
我 们 断言 [Gantmacher, 1959 ] 对 于 一 个 奇异 算 子 , dE X BERE. 
一 个 x, 使 得 Wx=0, 并 和 且 玉 的 值 域 是 五 的 一 个 真子 空间 . 若 W 是 
韭 奇 的 ; 则 由 Wx 一 0 得 遇 x= 且 W 的 信 域 是 整个 空间 区 . 在 第 
JURIE $ 9.5, 我 们 要 把 一 个 矩阵 或 一 个 线性 算 子 分 解 成 它 的 
值 域 与 零 空 间 。 实 现 这 样 的 分 解 费 用 到 下 六 的 定理 . 
定理 3.7-1 设 W 是 0(n) 中 的 线性 算 子 , 则 有 
(i R(QW)S-N(Wt) | | 
(ii) C(n)- ROWOOON OW") 
(ii) dim R(W) F dim N(W*)—n 
(iv) dim R(W)=dim R(W*) 
(v) dim N(W)-dim N (W*) 
为 要 证 明 论 断 人 ,首先 在 RW) FREIE z, 并 证 明 由 此 推荐 
z 也 在 N(W*) 之 中 。 今 Y=WW(W*z) 在 RCW) 之 中 。 因 为 z 在 


pu 


» 70 + 


r 
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R (OW) Zl v d£ ROW) Bae (n0-0,. TER 
(z,v) — (z, WW"z) l 
-(W*z,W*z) - [W*z|1--0 
EB KW"z-0, Sx z 4E NONI) 之 中 。 其 次 假设 z dE N(W') 之 
中 ,由 此 要 证 了 明 > 好 在 RCW) 之 中 ,车 z dE NOW") 之 中 则 对 
”一 切 y 有 
(Wz jy) —(z, Yr y) —0 
从 此 得 出 z 正 交 于 R(W). iiz 在 RCW) 之 中 ， 
te BEC) 可 由 (直接 得 出 ,因为 
2G) R(ODGRODS 
论断 (i 让 也 可 从 GO 直接 得 出 , REE 8 2.10 中 讨论 过 ， 为 要 证 
BHIE Gv) iR ui usus 为 C0R) 的 一 个 基 床 , 根据 (1) 式 使 得 


y —Wx-— > xi Wu) 
il 


这 就 是 说 ,前 7 个 矢量 Wu, Wu, e, Wu 生成 吾 (W)， 由 此 便 
可 得 到 dim R(W) «n —dim N(W), 根据 同样 理由 ,也 有 不 等 式 
dim R(W*)«n—dim NWN(W*)。 所 以 利用 (i 让), 可 得 
. dim R(W")«;dim RW). 
因为 同一 不 等 式 也 可 用 于 W A 
. dim JA(Wosdim R(W") 

得 到 dim R(W)—dim R(W*)。 由 于 得 到 这 个 结论 利用 (iv) 导 
出 : | | | 

| ^ dimN (W)--dimN (W*) 
5.8. 特征 矢量 与 个 变 子 空间 . 


一 个 子 空间 妇 称 为 在 线性 变换 态 下 是 不 变 的 , hn x de M 
中 , 且 Ax LEM rp. 换言之; MR x EMPERE Ax PEM 


rl, 


yi 
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中 , 则 并 在 A 下 是 不 变 的 ， 下面 的 笛子 说 明 这 个 思想 ， 
例 3.8-{ 在 例 3.4-2 讨论 过 算 子 P 的 两 个 不 变 于 空间 P' PU. F 
空间 P! 是 一 切 儿 量 的 集合 


x— 5 su xt x dE P' 中 | 
imi 

和 而 于 空间 .PP” 电 一 切 舌 量 的 集合 : 

y= 2) om 对 了 对 瑟 中 


注意 到 对 PBÉ x, | 
Px—x 
A P EDE, XP P" PE) Y 
s - Py-0 
dk P* 是 不 变 的 . | 
$4 3.8-2 设 MAMAE EA, FERTH EEN 
— | VF= MM 
V 中 任 一 矢量 有 唯一 表达 式 
| 2 *X—XTY 
其 中 x 在 型 中 ,而 了 EM 中 。 我 们 断言 :如 果 M X-TACHRET A EROS 
区 ,RHL 基 于 起 * 是 不 变 的 ， 基 为 如 果 x ATA h, HL Ax dp EDT MP. ik 
(Ax,y)= o, x 
. (Ax, y) — (x, Á*y) —0 
Ak A*y REM 中 ,因为 基 是 型 中 的 性 一 矢量 ， 
线性 算 子 的 一 维 不 变 子 空间 在 分 析 中 起 着 重要 的 作用 。 这些 - 
不 变 子 窗 闻 (或 方向 ) 有 助 于 区 分 线性 算 子 (或 线性 算 子 的 此 阵 ) 的 
结构 ， 为 求 一 维 不 变 子 空间 ， RRRA RE x tE 
^O ÅXS ÀX QD |. 
MK d A EAE EA 程 (1) 的 非 避 矢量 EORR GRUEBO | 
的 特征 矢量 。 标 量 4 称 为 对 应 于 特征 天 量 DELA ( 或 特征 根 
5 SE). 


* 72 *. 


à 


ika aa ——— ——— 
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为 求 特 征 值 与 特征 矢量 ,我 们 考察 方 程 (1)。 车 将 方程 (1) 的 
吉方 移 向 左 方 ,就 有 一 个 ”个 未 知 量 即 x; 的 一 个 方程 的 线性 齐 
次 方程 组 ， 所 得 方程 组 | 

AX— AXxX-—(A—AIDx (2) 
的 行列 式 是 AM niEEXQR. 更 明白 些 , 我 们 有 一 般 的 结果 


G11—4 Tig nes Tig 


Gal Fang due San 一 人 
=A)’ +H PAT t t Baake Ata, G) 
PTE E — ABAE eA, 
$4 3-8-73 JEPE 


1-—-A -一 号 2 7] 
| 2 | 
+ l — Í 3 —A 
HI crm e eam» $(4)——A' 2 A —864A—4, 


现在 我 们 说 明 (3) 式 中 系数 £. 与 A 的 元 素 之 朵 的 关系， 08 
如 系数 后: 是 盘 的 对 和 角 线 元 素 之 和 ,如 和 的 迹 。 


T "» 
在 和 多项式 4(ABiUREAÁX Aa eRT AA, R F= det A. 
—R. 8. EERE 和 的 1 RETARA. THAR, 9E 
例 3.8-3 中 的 多 项 式 ， 我 们 有 8:2. 有 三 个 二 阶 主子 式 ， 


| 1 =$ n- 
=| IL s lu MEI 
二 阶 主子 式 就 是 行列 式 Has=— 
pa ER. Um REC TE 某 一 基底 中 是 
法 一 和 | (4) 
73 5 
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P 是 从 基 u 到 某 个 基 t 芋 的 坐标 变换 智 阵 。 于 是 在 基 上 中 算 子 的 


ng 
P^7[A-—AI]P—P^APC-— AI (5) 
(& 83.5 中 我 们 已 证 明 过 一 个 算 子 的 行列 式 与 基底 的 选择 无 X. 
因此 
IA — AL! = |P AP- AI |— d(À) (6) 


(6) 式 说 明 一 个 算 子 的 多 项 式 四 4 与 基底 选择 无 关 . 多 项 让 CA) 
VOU CERE BUM TEAM ER S REDE R. 
n EPK, fr 
| |A—A1| — $(A) (7) 
是 一 个 4 的 ”次 和 多项式。 线性 筑 子 的 每 一 个 特征 值 4 是 特征 多 
HX 40A) 的 一 个 根 。 若 4 是 复 域 中 的 标量 ,多 项 式 有 有 %w 个 根 , 当 ， 
然 设 有 必要 都 是 相 异 的 . 沙 这 些 根 是 相 异 的 我 们 称 它 们 为 单 根 ， 
相反 称 为 重 根 。 例 如 多 项 式 | 
$(4)2(A—1)(A—2)? 
有 一 个 单 根 AA=1 及 一 个 重 根 4=2. 
现在 只 对 于 简 半 的 线性 算 子 来 说 明 特 征 值 与 连带 的 特征 估量 
的 含 凡 .一 个 线性 算 子 B( 或 其 矩阵 ;在 n 维 空 间 C (n) 中 如 果 有 
n 个 线性 独立 的 特征 矢量 , 则 称 此 算 子 是 简单 结构 的 ， 
HE unus yu dE COD 的 一 组 基底 , 使 得 这 些 拓 量 是 线性 
TT BABTHIEX. 
Bu;—A,u £—1,2,,h ^ (8) 
HK p —^1H8:4 Fi., TEX CGOOrBf£—XÉ x; 
x= y xu, 


i=l 


ki! 
Bx= * | xBu; 


ft 一 】 


» 74 œ 
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一 y T,A4,U, (9) 


WCD APT RH K BiT B 
的 作用 摘 绘 于 图 3.8-1 
中 .如 图 所 示 AF B 把 
| x [r3 XE dS u ipe bs v; 
简单 地 扩大 了 。 现 在 用 
例 3.8-4 说 HH 前面 的 基 


io We S. 图 3.8-1 SEATER ÉH 
j 3.8-4 "Ep Aló: E Bx 的 图 示 . 


有 特征 多 项 式 
1—4À 1 
0 1—A 
起 的 转 征 矢量 由 齐 次 方程 组 
(1— Alr, Hr, =0 


(A—4Dx-là. e0 1 一 1 


决定 ， 此 方程 组 的 唯一 非 零 解 是 


IE 


HB e4k—i[EXCE S. DNO A FUS AER Me HEU ERE E. BEL EUCT Jen 
H, 4chEDBE 


EA ERRI RHE de 9 X 
$(A) — (1— A)* | 
WEE E Arii — FE HIAR 7; PL i 
{(1— A)r, =0 


d; e. 


mmm — P L—*———umminltumiÍà at i 


PE E e 
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(1—4)7,— 6, A-—1 
求 担 。 显然 


| C, ü 
a= ,| 
JESHIE BOR HERPA, BI IA A, 
3.9. 对 角形 化 


现在 来 证 明 ， 如 果 一 个 矩阵 是 简单 结构 的 ， 则 它 与 一 个 对 角 
形 和 矩阵 是 相似 的 .同时 ,要 导出 一 个 方法 用 来 决定 一 个 适 AE 
陈 工 , 它 把 所 给 矩阵 转化 为 对 角形 称 阵 ， 

设 S 是 简单 结 梅 的 , 改 它 有 n 个 线性 独立 的 特征 矢量 。 我 们 


有 l 
Su 二 A i—1,2,-*:,5 (1) 
4E X.— 7 n x n g ABDS | 
| T—[wu; uj, *** u,] (2) 
于 是 可 以 把 (1)? 臣 写成 
ST—TD (35 
其 中 D — diag[ A, Àn didis "n AT! frt. 
D--T-'ST (4) 


这 就 证 明了 SS HUTHRI, 

a a a T. TH 
HATED VS PH S P 108. 

f£ 3.9-1 考察 对 称 短 际 


-25 Ü 0 3 
s= o 34 uo 
0 —12 41 


X 7r AGERE ARI 于 一 个 对 角形 矩阵 ,我 们 需要 求 一 个 矩阵 工 WE TOST 是 对 
TRE. BHES SE 


e Pb e 
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[S— AI| — (25— 4) (4! — 75 A-1250) 
页 A, 4,725, X. A= 5D, RHE 
(S-4Dx=0 (5) 


当 aemssxxu-[e e Se | ; 其中 与 o 是 任意 常量 。 我 们 取 
a= K enso TESE 0 0] 是 一 个 特征 关 量 。 此外, XE —0 及 
:=1, 于 是 Ws 一 | 0 1 $ 是 另 一 个 特征 矢量 。 对 应 于 特征 值 4=25, Bk 
得 两 个 线性 独立 的 特征 矢量 uS Ws， 事实 上 ,u, Su BERD. aS 
50 来 解 方程 (5), 求 得 us 一 对 0-2 1 是 对 应 于 oso 的 特征 矢量 ， 注 


意 到 此 是 一 个 尾 春 标量 , 它 指 出 好 果 u AX— THERE, 则 对 蔚 一 标量 A, ku . 
也 是 特征 矢量 。 注意 到 此 ， 证 我们 把 usu. 3 u rtie, Bieu, un, 
tAk FE To Tea AEZ TRIERA 


, ĝa > 
1 4 | 3 
n= a T,-]5] T=| 5 (6) 
0 3 4 
5 5 
PRERE TÆ | | 
T-[T, T. T] (7) 


注 阁 到 工 是 一 个 正 变 矩阵 。 

在 例 3.9-1 中 可 以 发 现实 对 称 短 阵 的 一 EHEER, BA 
AARE HEE EL Murdoch 1957 ], (dE S3 h A HbS 
一 些 定理 列 出 如 下 . (也 可 参看 习题 3-31 到 3-33.) 

定理 3.9-1 KAPEP FA AERE, 

. 定理 3.9-2 KAPERS n AIR HIEZEISNE ER E. 

定理 3.8-3 如 果 A 为 一 实 对 称 和 矩阵 , 则 存在 正 交 矩阵 了 使 
得 PAP 十 对 角形 和 矩阵. 

在 第 九 章 我 们 要 读 到 相 异 系统 。 它 们 称 为 是 相 异 的 是 因为 用 
以 找 号 它们 的 系 阵 有 相 异 特征 值 . 我 们 将 证 时下 列 定 埋 以 备 以 后 


由 Fr 


HP JH s PEE r F. -一 一 


ELI 
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引用 ， | 
定理 3.9-4 ARBRE A 的 特征 慎 是 相 异 的 , 则 它 相 似 于 一 
个 对 角形 矩阵 . | 

我 们 已 从 例 3.9-1 38 2€ An S AB e fo efe DERRER, xx 
^r XB REEE AAM FR FE AREE. ZU E BERH TB RUE ETC A 38 f AE 
Eo., RAZ | 

AÀx,—À,x,, X50 

H AA; 对 i254. 为 要 证 阴 x; 是 线性 独 并 的 , 我 们 考察 zETEX 
E? 


cx =D | | (8) 
2 6; 
i=] 


Hope UE. SEME 
MCA) —- CA — AD ii (A—4A, 1D (A—AÀ;,il)-*- (A— A,UDD) (5) 
HORRRARG), f | 


c,M(AOx,—D (10) 
但 读者 容易 验证 l 
M(A)x, —M( A )x, (11) 
ECLOG E 2g 
e,M( Ax; =0 


由 于 相 蜡 根 的 假定 , MCAOZED, 得 到 6; 二 0. 因此 特征 锋 量 xX, 
eux, 是 线性 独立 的 半 且 断定 短 陵 是 简单 结构 的 。 | 

到 现在 为 止 ， 只 研究 了 简单 结构 的 第 阵 ， 我 们 将 有 机 会 用 到 
其 它 的 丰 亿 变换， 在 例 3.8-4 中 我 们 说 明了 并 非 一 切 年 降 都 福 伺 
FHAA., Rma T OGEESBAMELT £o E [Gantnrach - 
er.1959]. RPA 3€ EYE CRUEL ABE TED — e 
用 到 它 ， 


a 78 。 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory" 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


3.10. 矩阵 函数 


我 们 将 不 给 矩阵 函数 一 个 明确 的 与 严格 的 定义 。[Gantma- 
cher, 1959]。 也 不 去 考察 所 有 在 全 书 中 可 能 有 机 会 用 到 的 矩阵 菌 
数 ， 在 这 一 节 只 分 绍 基本 概念 及 几 个 例子 , 目的 只 是 暂时 使 读者 
熟悉 一 下 这 个 思想 。 | 

Box SCREPERSNEGEME MH. 乘法 结合 律 人 允许 我 们 去 定义 矩阵 
(或 线性 算 子 ) 的 需 ,只 要 和 矩阵 是 方 阵 。 利 用 结合 律 ,我 们 定 久 

A? «T 
A!=A 
AASA? 
A(AA) S AAT AAA AA 
ATALAIA AAA” 
ATH AAA” 
算 子 多 项 式 定义 为 - 
P(A)-DB,A"--B,A" 1E «BI 
更 一 般 些 ， 如 果 FO) 是 标量 自 变量 上 的 任 一 多 项 式 , 则 多 项 式 
t(A) EHA RESIA H 1 而 得 到 的 。 当 A 是 一 个 算 子 的 从 
RE, RHEA PDE ARATA AERES. 
f43.10-1 SOBPETISZER P HEC AA 
e^t S AD" 


imp d 


GE. ix 
党 为 A =D, EA 


Ie ———ÀáHáÓÀ € Iu t — ratas Te i dt EE 
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eu t 
0 1 


标量 自 变 量 1 的 标量 多 项 式 ORAHE A 的 零 化 多 项 式 ， 


者 有 
f(A)—D 
我 们 不 证 明 而 指出 特定 多 项 式 
|& — AI| — $(A) 


是 A BU— ECC AP EE VII MERC BILE M RRE, 
它 指出 了 每 一 个 方 阵 满足 它 的 特征 方程 ， 


E | 3.8-4 rn, A I EIE AED, A 
$(A)—c A!—2A-41 


i 
E $(A) —A?*—2 AI 
ea t 0q pooo 
"Lo i *| o 2?» Zr o | 
1& dH n Br AERE US ILE ES ETE S 3 
A" v AA” 1 十 。 JE ELI OD 
因此 | 
-1 : 
=— aA! (2) 
i-ü 
MERR a Emen, E 
及 一 
=} pA’ (3) 
i- 


具有 最 低 次 数 并 且 最 高 项 系数 为 1 WERA RE EMAR 
HEREA EDEMA. 我 们 在 下 面 例 子 中 誉 几 个 算 阵 米 说 明 这 
个 概念 ， 

Di 3.10-2. 考察 三 个 年 阵 


454 € 
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2.10 2.0 0 2 0 0 
02 11, f 2 11 I 2 1 
0 0 2 o0 2j [Lo02 
它们 全 有 特征 名 项 式 $02-(2—AY. BA eah A e pS 
(2—AY . 8E — "Tr SBPREITHRE rj LA AE uA) (2—20*, mid —"r BERE 
多 项 式 是 y.0)—2—4. l 
3.11。， 二 次 型 . 


Ux 与 y 分 别 是 %x1 与 mx1 的 ARR, 又 入 是 一 个 实 的 
nxm EFE. 标量 请 数 


f —^x"Ay (1) 
PAESANA FEN, XP y-—x.X A EARE, M EA 
Q(x (2, TR AX (2) 
称 为 二 次 型 、 了 刀 可 用 更 一 般 的 记号 
f=(x,Ay) (3) 


它 已 在 $ 3.6 中 讨论 过 ，(3) At JATE HR EERE, 
HGy ERIRE RITA iri ASIK 

(X AY) =X Ay 

(Bx,y)=(x,B*y)=X"B"y 
RATZ ZARARA E 

(x, Ax) =x"Ax = |x|À (4) 
Ro A EARE. 一 个 实 的 二 次 型 经 常 有 这 个 表达 式 
[Bellman, 1960]. Xx iib £- i ,— TIRE (xi 02. rimo b 
号 成 x Ax, A-—AI, 。 我 们 以 下 列 司 子 说 明之 。 
例 3.11-1 二 次 函数 
ETETETT EE a ar E E e EET E EA 


EER Ax HEH A ESTARE. 


TO Ua i a e "RICE REEL 1 pe Rn sae n on pa po Rs Kd eT a CL ele ph irh Pha aa 00-700 ~- d 
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MEL l i E. 
- 3 一 8 |, X=| £i 
1 一 3 g Y, 


二 次 型 的 秩 定 六 为 矩阵 A ER. ERA Eae ERRE 
二 次 型 称 为 奇异 或 非 奇 的 .我们 只 考察 实 二 次 型 ， HORBBRAE A 的 元 - 
RER RE xwe 实 的 。 所 以 一 个 实 二 次 型 是 % 个 实 EE 
Zitat 24 EO SEHR. - | 
现在 讨论 在 坐标 变换 下 系数 矩阵 是 如 何 变化 的 ， 设 卫 为 一 非 
AER: IEA e 
x=Py | (5) 
有 E 
(x,Ax) — (Py, APy) 
—(y,P'APy) (6) 
HOKEE A ETIP TRAP AP, 
两 个 实 二 次 型 (xy,Ax) 与 (x,BX) 称 为 是 等 价 的 ,如 果 能 用 坐标 
变换 把 一 个 转化 为 另 一 个 。 车 变换 是 正 交 的 , 二 次 型 称 为 是 正光 


E Dx) Yl ad ; l (7) 


Hh D-—diag[4A:,22,*** As], fg A; A A 的 特征 根 ， 这 个 结 T 
MEH 3.9-1 得 出 ， 该 定理 指出 一 个 实 对 称 矩 隆 相 似 于 对 角形 朱 
EE. 

Hig EGantmacher,1959]. 4&— "Tr 3E XM Ox Ao RE 
于 二 次 型 

十 各 二 (8) 

"T r EA BUE. 而 ON T E WARI 
(x AXIR MJERA. 

ERTE SIRT IC 28 CO LUC ORE SIE. RORA 


+- $2 s 
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秩 一 样 , 符号 差 及 正 特 征 根 的 个 数 在 任意 变换 下 都 是 不 变 的 。 前 
HHR RIR KW E e i. | 

B RIRAQCOSUL DEEST AI0,£—51,2, n, 则 一 次 型 
对 一 - 切 非 零 的 a, 是 正 的 这样 的 二 次 型 称 为 正定 的 ,因为 它 除去 
源 点 外 在 空间 的 每 一 点 取 正 值 ,而 在 床 虚 它 取 零 值 。 更 正式 些 , 一 
个 实 二 次 型 (xy,Ax)， 若 对 x50 有 


(x,Ax)>0 («0) (9) 
称 为 正 ( 负 ) 定 的 。 车 对 变量 的 任意 实 值 
(x,Ax)20 (<0) | (10) 


和 


i 


们 说 矩阵 是 负 的 , 记 为 AO. 我们 已 经 证 明 车 矩阵 的 一 切 特 征 根 
是 正 ( 负 ) 的 , 则 此 矩阵 是 正 ( 负 ) 的 。 于 是 有 结论 :一 个 非 负 { 非 正 ) 
的 矩阵 是 正定 ( 负 定 ) 的 , 当 且 仅 当 它 是 非 奇 的 , 即 没 有 特征 根 是 
*. 

下 面 的 定理 应 用 了 和 矩阵 A 的 主子 式 ， 

定理 3.11-1 一 个 二 次 型 (x Ax) ue ERRER AREE 
d 23H. D 3 | | 
| B:0.8470,-**, 50,0 
其 中 B, RAImNUYSCPACORA S 3.8). 

定理 3.11-1 用 下 例 说 明之 。 — 

PD 3.11-2 Zä 


Q(x, yay dia) = Et, HA titat g ATs 


0 1 3 
1 0 4 


3 4 6; 


e 


d RKA HER 


A-l 
2 


有 一 trace A— 0, 8x Q AE iE ER. WMR ETARE AN, IEPETI 


Zr 一 一 —€—€——R— Mtr e suma mm ou e A dehh ib Ti EE TE L e DI or ra Ar sh abl na LE ee er aT o 
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E ERER, A BZAR ETAM COMETRE: 


1 3 A 
^ 7 0 1.19 也 
1 3 3 4 
z 9 z 9 z ? 
它们 全 是 负 的 ， 三 阶 主子 式 是 行列 式 
- 0 18 
(>) 1 0 4 |=3 
4 4 Q0 


ZREJE «dE AI, AZRE ARETA AA, € r-o0, 
Q-3 rr EEE MRE MF t tn 
把 正定 二 次 型 

(x,Ax)—D x0 {11} 
EERDER, BNARERE EKR. 所 以 将 用 正定 二 
次 型 (11) 来 定义 一 个 一 般 的 欧 开 范 数 ,为 了 强调 范 数 的 形 臣 (11)， 
3189 8 BIO Bia . Ra 

(x, Ax) — [xli (12) 


3.12. 矩阵 范 数 
荡 数 的 概念 可 以 推广 到 撼 阵 上 去 PE ABRG ER ELA 


Mr 


N(A)-—[trace( AA* BER 
"0 
(313125) (1) 
i=] ;3=1 
这 个 频数 星 然 是 第 二 但 定 交 的 范 数 的 推广 。 记号 | 4 也 用 于 


A PE BS TO XC HAE EL4EXX FE I) I. S P 3 IE] REESE: | 
JA c B| s [Ai IBI (2) 


|AB| « | AI [B] | (3) 
[Ax| TAI |x} (4) 


其 中 x 为 矢量 ， 


«841 * 


Ve oncua ToMar o v s aar wem 4. La Pa P lae PR Rn Lhd ewe Fu iH Tc P Cano. 00 
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有 时 更 恒 于 使 用 的 另 一 范 数 定 交 为 
[A|— 2 lal (5) 
对 于 (5) 式 的 范 数 ， 三 角形 不 等 式 (2) 是 容易 证 明和 的 。 演 察 


|A -- Bf E S | Gy 十 已，| 


x 3a. » ;|b,l 


| <JAl + IBf 
RREH, qQDUEX4HiÓÉE. -SEEE THEM. 


3.13. 矩阵 微 积分 


在 以 后 各 巡 中 我 们 将 考察 元 素 都 是 标量 t I ER CS AERA 
量 。 为 了 明显 地 表 出 算 阵 A 的 元 素 a, 依赖 于 参量 { ， 可 写 
A =la] —— (1) 
显然 ,矩阵 或 矢量 可 以 是 多 于 一 个 标 基 崩 变 量 的 函数 .事实 上 .在 
83.4 中 我 们 书 经 介绍 并 定义 过 线性 算 千 作为 x 个 ER de itg 
Ac SER M 
| ER AONT ERE 的 导数 定义 为 


(2) 式 指 出 算 降 对 于 标量 自 变 明 的 导数 是 一 -个 答 阵 ， 它 由 微分 原 


第 阵 的 每 一 个 元 素 而 得 到 ，(2) 式 的 一 个 特殊 情 凯 是 对 于 列 舌 量 
x(t) ET: 


un ao o PP 
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is 


di 
EGO B LIAEHRTIBEELSETEHSRET. 


(3) 


在 今后 的 运算 中 ， HRR 


此 方式 省 去 目 变 量 “除非 会 产生 混 活 的 情况 ， 现 考 察 下 面 的 例子 . 


斌 证 x CO 与 y(t4) 的 内 积 的 针 数 有 


f| 3.13-1 
de: 2L dx 
Td HG 部 
ini. 
证 明 ， 
díx,y) | d ^ 
dí dt 之 xy， 
+ i n d 
= — (rY; 
/ da, dy; 
-2 Via Ta 
A m dr, E ev 
=o a Nt n H 


rr 
i-1 
-fx dy 


— 3.13-I1 的 广东 还 明 ， 
d (Ax?) ELLA mA 2 


dt di 
d(AB) dA dB 
. di ar EIL DE "i 
d(A I) a fA, 

dí zu ias di A 


* 565 * 
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(4) 


I30(2)343& M. ARBEBSBEIZ EMA | 
f A(a)da f a tajda ] (8) 
Eb — TIRER ELA 
EZOZ 


i f x(a)da à f raleta (9) 


EROL 
根据 (2) 与 (8) 的 定义 ， 显 然 几乎 微 积分 中 的 一 切 运算 可 以 用 . 
到 先 量 与 第 阵 上 上 去， 然而 必须 记 住 ， 算 阵 一 般 来 说 是 不 可 交换 
的 。 除 此 以 和 外， 许多 微 积分 方法 可 以 直接 应 用 . 
按照 这 些 想 靶 , 夫 在 可 以 建立 矩阵 与 矢量 的 拉 氏 变换 .例如 从 
(8) 式 可 立即 得 到 第 阵 的 拉 氏 变换 式 { 做 看 附录 4 ) 是 
StAQ]- f Alte di | 


=| f astOe7tdt | 


—[e;0]—A(9)) —— (10? 
X An A 是 一 合租 矩 阵 ， 则 | E 
JS'[AB]--A- [B] (11) 


SEALS DELE SEHR AE SP E EA. 
sg [t men 


F| dez] 


^ui Si5(8)— vf4(0) | 


. TT d E 
£ x |= 
di 
| dx] | | 
M Mu) | eG) | 
«87 
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—sx(s)—x(0) | (12) 

Vt Ez a C BERE JS HC EI AA. 
现在 介绍 标量 对 于 矢量 的 导数 颖 念 ， 事 实 上 ， 我 们 也 村 考虑 
笑 量 对 于 矢量 的 导数 。 标 量 对 于 炙 量 的 导数 定 叉 为 一 行 矢 量 。 即 
设 了 (zi, mus mE n Ae wm, 的 标量 范 数 .或 者 ， 像 我 们 在 
$3.4 MATH, ARJ AURE n A FACE x REAR, 


所 以 我 们 需要 把 导数 -sy 定义 为 行 矢量 


af (x) a [2f E 2. pl (18) 
C13)3X 4E P I (8E RENZ. 
例 3.13-2 设 f(x) 一 Ce,x), 其 中 x 与 c EPRE e RR, HUE 
X 
«C20 [aex d(e,x) ... alem] 
x da, dz, di, 
—[e, e;**6, ]- c? 
MXpE(BG)USOSIB,. RlxXmxl&&yxXrpsxi 
EE x Bg pA om x n | 
ee 1—1,2,:**,m | 
E: SE din (14) 


《14) 式 作为 一 般 情 况 包括 了 (3) 与 (13) 式 所 定义 的 导数 .由 (14) 
所 定义 的 矩阵 有 时 称 为 雅 可 比 矩 阵 ， 
B 3.13-3 试 证 矢量 y= 上 xx 对 于 区 的 导数 是 
A Àx) 


dx ^^ (15) 


7 一 点 x 的 第 1 分 量 是 
yi DS E, ,$$-21,2,*:-*,8 
¿mł 


由 (14)， 我 们 有 


s AH os 
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当 k= j 财 人 妨 5e 36 


dy | d a [ 
"UA "Ul a. UH 
dx "| às, Z2, 9 
df, ar 
-| X ui 55] 


A LERIA 1. WIEXCU MUUS S. DIDA SR SUE 


» d. ——— — 


P. 


déAx) — , dx 
dx iE 


像 偏 微 分 共 理 论 一 样 ， 为 了 我 们 的 需要 ， 链 导 法 则 也 容易 推 、 
链 导 法 断言 ， 若 了 是 u 的 函数 ,而 u 是 x 的 函数 , 则 
2f Of du  , du 


-—ÁI-—A 


x Gu dx  " dx (16) 
可 用 求 二 次 型 
fn) -= u, Au) | (17) 
的 导数 来 说 明 链 导 共 则 ， 设 v = 上 Au hG 
Giu, v)—(u, v) 
TÉ 
df _ 9G | 0G dw 
du ^ Ou Ov du (18) 
由 例 3.13-2 ,得 到 结果 
0G 6G_ ， 
Ou — Ow — 
XM 3.13-3 一 一 入。 je xx He £i SIR AL C18) S E133] 
PHA (19) 
为 了 继续 这 个 说 明 ， 考 窗 二 次 型 
Q(x)-(y— Bx)"R(y —Bx) (20) 
NES 为 此 目的 , 设 uy - Bx, FÈ 
+ B9 + 
pp — me h rob oiire lols DE E 
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Q(u)—u'ERu 
HERE, Kia | 
ðQ 0 Ou 


"x ua Ox . QD 
由 (19) 式 及 例 3.13-3, 1588 | 
S9. —ur Qt eR?) 
EK 
. eu - 
J ^ B 
因此 得 到 
00 = —(y — Bx)" (R--R*)B (22) 
Ox 
#4 TEKAT. 
Gi 3.13-4 GR REBOBKEX BETERA T HDI, =i oR 
d|xl^  d(x,x2* 
dax ix 
我 们 有 | 
-4 (xx) $ -— O0 x AE) [x] sii ud 
*n-—l, a 
-f lx p 


两 个 列 舌 量 x 与 y —Ó— P xy". dj 
x 与 y 两 者 都 是 nx1， 读 者 容易 验证 


x^y 2 y" x— trace(xy?) (23) 
若 各 与 召 都 是 方 阵 ， 稍 加 计算 就 可 证 明 
trace(AB) — trace(BA) (24) 
特别 是 车 A 为 方 阵 | 
trace(Axy?) —trace( xy" A) —y' Ax (25) 


利用 以 前 对 二 次 曹 建 立 的 一 些 结果 ， 可 以 推出 重要 结果 (也 


+ ġġ + 
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可 参看 习题 3.60 到 3.65). 


Ln trace(xy”) =y? 
i (286) 
| Ax AX 一 x trace( Axx^) —x" (A t A") 
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3.1. Bii 
t-d t 
2.2. Ein 
2 一 3 一 5 —1 3 5 
起 一 | 一 工 4 5l, B=| 1 —3 一 5 
1 —8 一 :4 —1 3 5 
2 一 2 —aA 
C-|l—1 3 4 
1 一 2 一 3 
. 9f >» 


— EUH Reip ENDE e m mÁ Rm» —8 o0 m 
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试 证 
a. AB—BA 
b. AC—A 
c. CA--C 
3.3. 用例- 天 和 给 证 
a. — A E ji ABBA, | 
b. 从 AB—-0.^—;E Sli A- ^ iX B—0, 
c. M AB— AC — a RH BC, 
3.4. WIE | 
a. (A -B)'— A" -B^ 
b. trace( A --B) — trace A-- trace B 
Cc, trace( KA) — k irace AC(k 为 标量 》 
d. trace AB) — trace( BÀ) 
3.5. # A BE— HR, WIE 盘 士 入 ”未 对 称 的 ， 
3.6. WA 屁 任 一 方 阵 ， 试 证 A 一 入 "是 斜 对 称 的 。 
3.7， 试 证 (AB) 一 再生 。 | 
3.8. 35|A XE A BHAA. AR & A 的 行列 式 , 其 中 中 是 一 个 标量 ， 而 
A E n Pris. 
3.9. GR TP 5l fg T XR PERHE 


1 1 1] 0 0 1 
a. |1 1 1 b. ^ 1 1 
1 1 1 1 0 0 
0 1 0 id 1 c1 
cœ |i O0 1 d. f 1 1 
0 1 0 1 0 0 
$.10. 确定 


Bf. 
3.11. AA P IE EGER, Hie TAR REEL EX PERLE 


. 92 « 
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a. [2 1 0]LdL 1—31], EV 2 4] 

b. [1i 4 5LhiÍ2 —1 —2][7 10 11] 

ZEB. EE B 的 行列 式 等 于 等 的 充 要 条 件 是 了 的 获 小 于 防 数 ， 或 换 言 
之 1B 的 行 ( 列 ) 笑 量 是 纵 性 相关 的 。 

EH, 4i ABESSE E S8TAABE E r Brig, MEAE r. 

3.12. I Au A. ASIE nonu ny 阶 方 了 泗 ， 考 罕 对 角形 分 
HERE A-—diagL A, Aic, An JEDIA E HB DE B- diagL B. 

|, B4]. E AB-—diagi A,B,, A,B, ALB]. 

— 3.13. WRA RERE A Wk, it 


1 1 
p*p i pxq pxp i pxd 
An P An B. | Bi 
-[—BeL. B-A'-|p|eMM is 
op x gc q*P j gg 
Ås, Asa L B,, i B.,. 


并 把 Bi; MAG 表 出 。 指 出 你 的 证 明 中 需要 的 假设 ， 
TX. BOG—AQCADAG)BGGA AD Ba = (ATA Bas 
B: = -B(A AD BaS [AnA LATA) 
3.14. W% 


n Pm r T 


的 道 ， 利 用 所 示 的 分 块 ( 套 看 习题 3.13)。 
3.15。 试 求 线性 算 子 的 年 阵 , 它 把 Rm hE RERET EE. 
3.16。 试 求 线性 算 子 A MHP, E A ERE x HEBES. NI 
对 了 (18) 中 一 切 xw 有 Arex, 
3.17, WRAEK T A HER, 使 得 和 RERE tHE 身 与 一 
个 标 XC 即 对 实数 AE Rinit xd Ax—àix, 
MCIUIST 


i8] 


"» 93 >» 
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映射 成 
确定 算 子 在 基底 “ 


中 的 矩阵。 | 
3.19. WEES ERE P TAE MAARA +1, EERDER 
3.20. WEE ERFMERREEEZ, WERTER EIE SE EH 
的 乘积 是 正 变 的 。 
8.21. d£— T nx n EXE P 2 RE n "PSI IE P, HERR 
P7P-[PT7TP,]-I 
因为 
ZEN [P7P,]-I-[5,;,] 
推出 一 个 正 交 绝 阵 的 列 矢量 是 互相 正 交 的 单位 关 量 . 推出 这 个 以 后 ;把 P 卫 分 
抉 成 行 失 量 并 作 线 积 PP”=I， 由 此 ,你 能 得 出 什么 结论 

GR: REREH, 

3.22. FÆ 3.3-5 lb E 2HAGEH IS PU RE HIA REI A AAA 量 
JA EHEER. 

3,23. BA FUE E C— 切 部 是 列 矢量 ) 所 要 求 的 矩阵 ， 

a. AERO, 0), (0,1) 0 250065 (2,1), (3, 2), 

b. A 3EÓECI,0,0),C0,1,00,C0,0,12 3] E 4E (2, — 1, 0), (1,1, D, (—3, 
0,4), | | | 
3.24。 试 求 列 关 量 F[ 2 13401 X TER F-11003, F,—C10 
I0]7F: Ti1001]7 FT0O011]7 的 坐标 。 

3.25. IR D EHIE EE, CEU HIN REA Hie, 
fé e 再 绕 中 间 辅 所 Hefe P. CBE 5-1.) | 

3.28. UL UE "bbs e eI AE P RITOS EX 38 (3.5-2)1. 


^ O4 +» 
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”3.27， 验 证 俩 3. 5-2 HHI AEPEXRICLT AERE diag[1,2,3]. 

3.28. WLuEZECS. 9-9) PEPY A — AI 是 可 交换 的 . 

3,29. "€EEC3.9-100 Xx, 

3.80. UA, 是 矩阵 M 的 特征 值 而 x 是 与 A ARRONE. Wk 
M* 的 特征 值 与 特征 笑 基 . 

3.31. WIER ARIE ERI SIEA EE 359. 

3.32. WIEZIE A 的 黄 个 特征 矢量 x, 与 x; 对 应 于 A 的 不 同 
HIE, M 与 x ERA, HHOx,, xX:) = 二 0, 

3.33. E FA T Aib. (QAZAKA =A, Vj; BE A JEREfR 
EAER, RER BPERO FS ER RU EE 1, 

3.34. WIE A ' HH IERE A HEU RE ERE, 

3.35. WIE A 5; 起 ”有 相同 的 特征 根 。 若 外; b ki 是 AGAS, 
试 证 A 的 对 应 于 天 的 任 一 特征 矢量 与 对 应 于 k 的 AT FO CE — FEE RECTE IE 
ERJ- | | 

36. 考察 一 般 特 征 值 问题 
Ax—ABx 
其 中 态 与 请 都 是 实 对 称 方 隆 。 设 和 与 入 是 不 周 的 特征 值 , 它 们 分 别 对 应 拖 
特征 矢 最 由 Iu, 

a. 试 证 这 两 个 矢量 n 与 u; 对 于 B ERM, WO, Bu) —0 ， 

b. 试 证 这 两 个 笑 量 对 于 A 是 正 交 的 ， 

3.37. 设 工 是 一 个 正 雍 此 阵 , 试 证 一 印 特 征 报 有 绝对 值 1.: 

3.38、 坛 证 一 个 实 射 对 称 第 阵 和 的 特征 值 不 是 零 就 是 虚 的 。( 提 示 ， 考 


XOUOKkMIBPRRA, Wpis TTE.) 
73.38. Wok 


fih fETÉ 5 fe GE o RE, 
3.49. Wr, AARE EN XE OK MERE, EUWE TR 
| bI | 
3.41. 2i A ETKA AP, WE A EREK BE, 
8.42. 已 给 一 次 型 
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Q-—aidaid-orid-2 rr EN 
GEALE RER, AERE mHE AtA ER 试 求 这 个 对 
HEEE, 

3.43. "SIME T 9| 05 EZ ft sb bte mi T FR 

a. zl--A rr tri | 

b. ri -x1—8zxi-4r,n—irszt-851,7 

3.44. SEI] HE d 4x | 

zi-—I12 r,27,—4 r1— 40 
(Ed EE HMSLIEREBUN TE XLHGEIRHIEE, — 与 上 述 形 式 关 联 的 矩阵 应 属 王 
那 一 类 ， EARRA EFT | 
45. WIERA TAARE EE S RURUROS ERIS HAR AAEE o6 换 
的 ， 
3.46. 试 证 对 称 和 矩阵 的 任意 次 舌 是 对 称 的 。 
5.47. E D E — 4 RUE SIE UBOU fa foco Q1, 试 证 矩阵 指数 
eP-[eti] 
其 中 [es 1 JUST ALOCAE e WHA HER, 

3.48. ZAER FAA RUE SS PE EHE E dE SHEEP 使 得 
A-P-DP,3Jtp D 是 一 个 对 角形 矩阵 。 由 此 推 得 A* -P^'D'P,. 利用 此 结 
时 及 可 三 3.47 的 结晶 , 试 建 站 结果 

e*t = Pmr 了 一 了 -fei 

3.49. 利用 习题 3.48 的 结果 求 o 。 


3.50. E B 是 兽 对 称 扰 阵 , 即 B+B" 一 0。， 试 还 er 是 正常 正 交 的 (大 看 
习题 3.19), 
51. Wok e^! HETA, Z3. (IA) ' 


3.52. Wok - Ax 的 拉 氏 变换 式 { 与 习 县-3.51 的 结果 比较 之 )， 
3.53. WR e^, Aem 
1 1 
AT, o] 


» 965 a 
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3.54. WRES ERDRE TO NE, 
3.55. 利用 欧 氏 范 数 , 试 证 不 等 式 (3.,12-3)，。 
3.56, lE x”y=trace xy", 
3.57. WIEC. 13-5}, {3.13-6) & (3.13-7) X, 
3.58. tiani 7r fg 
å y —AXdz 

EHA HRomxnüj, mn, Wok x fiiic Bh, 


3.59. Wb UI Ax XE UK x7 Bx EE 


: {x Bx) —x'[ATB--BA]x—2 x*BAx 


其 中 ATHA, B" =B, I TELATBBAJS BA 的 对 称 性 ， 


3.60. iE 
Ox i 
3.61. A i-a CER D LE 
LINE M 
jx Tt 


3.62. RİF 


| 2-Cf GOx]1-/GoT4-x 2209 2100. 


3.63. WIE | 
| yfsinte, x)]—[cos(e, x)]e" | 
3.64. WIE E 
于 Ceos(e x)]«[—sin(e, x)dc | 
3.65， 试 证 重力 梯度 矩阵 可 表示 为 
9£ he prd rr" 


dr 
其 中 
g— -—ulrl*r 
GER HUN 3.61.) 
e $7 。 
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Tri Pr a 


第 四 章 ”状态 空间 与 状态 方程 


1. 引言 


在 这 一 举 我 们 介绍 状态 的 概念 以 及 建立 把 一 系统 与 状态 矢量 
联系 起 来 的 方法 。 虽 然 给 出 状态 的 一 个 定义 一 一 它 对 村 书 的 意图 
来 说 是 足够 的 一 一 但 是 在 这 一 章 中 不 企图 严格 地 证 明 一 个 被 选 出 
的 状态 矢量 必须 满足 定义 。 主 要 是 提出 对 一 个 系统 配 以 一 个 状态 
矢量 的 方法 , 选 好 状态 矢量 之 后 ,讨论 建立 状态 方程 的 方法 。 我 们 
利用 第 五 章 中 提供 的 材料 证 实 一 个 特定 的 状态 笑 量 符合 这 样 的 情 
况 ， 在 第 四 章 定义 状态 儿 量 及 建立 状态 方程 而 在 第 五 章 解 状态 方 
程 并 证 明 状 态 笑 量 满足 状态 的 定 多 ， 在 这 种 意义 下 第 四 、 浅 章 是 
互相 增进 的 ， 

我 们 将 关心 的 多 半 是 用 微分 方程 所 描述 的 系统 .特别 是 从 线 
性 时 不 变 系 统 天 始 ,因为 它们 蝇 容 易 分 析 ， SEEN TE E 125 AG 
输入 单 输 出 系统 ， 这 些 系统 用 于 引进 基本 概念 并 说 明 关 联 状态 笑 
量 的 流 图 技术 (附录 : 工 ) 的 用 法 。 一旦 基本 方法 建立 起 来 ,就 可 说 
明 推 广 这 些 概 念 到 更 复杂 的 系统 去 是 一 件 容易 的 事情 。 特 别 是 在 
$ 4.8 要 推广 这 些 概 念 到 多 输入 多 输出 的 线性 时 变 系统 , 而 在 第 
和 八 章 要 推广 到 离散 时 间 系 统 ， | 

本 章 开 始 部 分 大 都 是 处 理 记号 与 定义 以 及 说 明 性 的 例子 ， 例 
如 用 一 节 来 准确 定义 什么 是 线性 系统 ， 这 个 定义 被 表达 成 状态 空 
榈 的 记号 并 用 到 第 二 ,三 洁 的 数学 ， 此 外 ,准确 定义 时 不 变性 并 给 
脉冲 函数 及 传递 函数 一 个 简短 的 介绍 。 


4.2. 状态 i 
对 物理 系统 ,状态 的 一 个 直观 定义 是 由 图 4.271 所 示 RLC 
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"BEBE B5. £x PT Jl 
知 ， 如 果 已 知 通过 电感 的 
EAE E RED E E SEES 
[3:39 9/2 47: E tE 
IDE 458 24-10] .]72 
容易 计算 的 。 为 了 得 出 状 
起 的 定义 ， 考 察 这 个 例子 | 
的 三 个 组 成 都 分 ， 即 基本 ik UMS 
EO NEIGE 3:38 AUI ERR OE ETE Pei o: RE CR 
也 路 丈 , 电 路 的 输出 (或 考 通过 R 的 端 电压 Y) 不 仅 依赖 激励 电 压 
而 且 也 依赖 于 义 在 时 刻 to 的 初始 条 件 。 这 些 初 始 条 件 大 致 构成 
浆 的 初始 状态 。 我 们 定义 电路 六 的 状态 是 最 少 个 数 的 变量 , 它 岂 
含 过 去 的 足够 的 信息 能 使 我 们 计算 电路 的 未 来 的 性 杰 , 更 一 般 些 ， 
Idas Rs HY TADEMA ERA Hi Kalman, 1960]. 

XX 4.2-1 系统 或 数学 过 程 的 状态 是 变量 ( 称 为 状态 变量 ) 
的 一 个 最 小 集合 ， 它 包含 此 系统 或 过 程 的 过 去 的 足够 信息 能 以 计 
算 示 来 的 性 态 . 

为 了 把 状态 的 定义 用 数学 话 言明 确 地 表示 出 来 ， 需 要 -一些 记 
号 。 设 系统 或 过 程 用 S 表示 。 联 系 着 总 的 是 一 组 输入 变量 za， 
ua, -2 区 一 组 输出 变量 yi yos ym: 为 方便 起 风 , 把 输入 变 
goes u BRA i EM | 

u=[ u WB t1 Apl” 
表示 ,输出 矢量 y 可 同样 定义 为 m x1 E 

y=[y ya e ya | | 
输 和 人 矢量 与 给 出 估量 均 假设 为 时 间 上 的 函数 ， 为 要 明 最 地 指出 这 
A ,我 们 分 别 用 uCO 5 y COT w 与 y ERAI i AIE. 

如 所 指出 的 输 久 条 重 与 输出 矢量 的 定义 ， 我 们 运算 的 天 部 分 
将 在 n EREZA R"( 或 西 空间 Ca ) 中 进行 。 所 以 条 Hu 在 时 
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刻 t 的 一 切 可 能 值 的 集合 称 为 输入 宅 癌 ， 同 样 可 定义 输出 空间 为 
Adm y ERAL: 的 一 切 可 能 值 的 集合 ， | 
指出 一 组 状态 变量 asa xs JR SERT RT E XS 
作为 nx1 列 矢量 x=[x: zx. c 0m]. 于 是 状态 空间 定义 
ARER ER 2 的 一 切 可 能 什 的 集合 ， 
现在 能 够 用 状态 矢量 、 输 入 矢量 及 输出 矢 莉 来 表 出 状态 的 定 
义 。 用 符号 表示 ,定义 意味 着 状态 矢量 x 可 写成 
x(1) —E[x(ij) uit) ] (1) 
Kp F RE BEA ERE Zadeh 和 Desoer, 1963]. 25 RAC) 
指出 S 的 未 来 状态 x CO nf ERA S ER REID EE fT x(to) 及 输入 空间 的 
任何 u() 来 计算 .输出 方程 抽象 地 定义 为 
Y=GLx(to) ut) (2) 
其 中 局 岂 是 变 元 的 单 值 国 数 。 方程 (1) 与 (2) 构成 了 系统 S 的 状 
态 方程 ， 如 果 3 是 用 一 组 一 附 微 分 方程 来 描述 的 ,于 是 像 我 们 将 
要 看 到 的 ,方程 人) 与 (2) 取 如 下 形式 ， | 
X-—fíx,u,u(D,---,u(?,£]j (3) 
y —g[| x,u,u(D,-*-,u(*,1] (4) 
Xn u AX* ua Xue ES. TEATRA. 
$4 4.2-1 考察 非 线 性 微分 方程 
十 和 2 十 22 二 Co 


定义 状态 变量 为 避 二 # 及 x 二 2, 可 相 赃 写 出 
$,—£—2a, 
i= cost —42,2, —2 £i | 
: =cosi— 4d zf, —2 x, 


HEARE x E x 罗列 拓 量 3 一 Lz， £41", 则 有 


H F ] —2 eMe reo | 
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X —f(x,u) 
其 中 输入 矢量 EAE u-[0 cost", | 
我 们 主要 将 关心 于 微分 系统 ， 即 输入 与 输出 是 用 微分 方程 
组 联系 起 来 的 系统 ， 我们 也 要 症 综 离散 时 间 逢 统 或 抽样 数据 系 
与 (或 ) 动 态 系统 的 分 类 涉及 到 元 件 或 系统 , 它 的 输出 不 仅 依赖 于 
输入 的 现在 值 而 且 也 依赖 半 输 入 的 过 去 慎 ， 连 续 动 杰 元 件 是 用 常 
” 撒 分 方程 来 换 述 的 。 连 继 动 态 系 统 是 连续 动态 元 件 的 互相 结合 ， 
动态 系统 的 例子 包括 发 动机 . 船 .电路 以 及 其 它 物 理 实物 ， 船 的 动 
术 元 件 可 以 是 船 的 发 动机 , 船 的 驾驶 机 构 等 等 . | 
线性 微分 系统 -一 我 们 的 注意 力 大 部 分 集中 于 此 一 一 的 状态 
方程 取 简 化 形式 LKalman ,1963]; 


X-A(i)x4B(i)u (5) 
y—C(i)xTD(!)u . (6) 
图 4.2-1 所 示 的 LC 电路 的 状态 方程 很 容易 写成 这 种 形式 ， 如 
下 例 所 示 | 
例 4.2-2 在 图 4.2-1 rh, 1 i; 为 流 经 电感 上 的 电流 ,而 vi 为 电感 的 
HEE, Fi 
di, 
sk 
In vo 25 H8 E 说 的 端 电 压 , 而 ic Jede B EB BESTE 
du, 
WA 


电容 与 电感 是 动 赤 元 件 , 它 们 与 电阻 联接 起 来 组 成 一 个 动态 电路 或 系统 ， 

为 了 给 电路 配 以 状态 拓 量 ,我 们 征文 一 组 状态 变 基 如 轿 路 电流 ,= 证 及 
FELIPE MEKSA | | 
| e=} f í di - R.G;—h) 


di, 
dt 


o= R iiit TF. 


+ Ipi» 
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di 


IR SESS iN, H] x, 二 i 及 于 ;一 一 全 代入 卉 整理 之 ,有 


di 
Hi al OR dA à 
RH M SUI 
*: i. | kit fiz Ty 0 
L L 
ERFARET, A T2 ARRE, B -2x3 Aiape, A 


KE ug 


如 果 输 进 定 区 为 R, imh E y. MI 
y= ts = Hs 
t; 
=[0 R] «Cx 


t RADI PROD MEX, | 

EA 4.2-2 中 状态 方程 被 建立 起 来 ， 在 那里 把 回路 电流 取 作 
状 坊 变量 ， 基 于 状态 变量 的 选取 不 是 唯一 的 例如， 我 们 了 世 可 以 
选 状态 变量 为 电容 的 端 电压 与 流 经 电感 的 电流 。 事实 上 ， 这 个 选 
取 法 经 常 产 生 有 效 的 状态 变量 LZzadeh 与 Desoer, 1963]. 

直到 现在 ， 我 们 给 了 状态 的 基本 定义 并 用 例子 介绍 了 一 些 确 
定 的 方程 。 在 这 一 章 随后 的 过 论 中 ， 我 们 要 说 明 对 一 个 系统 配 上 
一 个 状态 估量 的 方法 .因为 我 们 的 研究 大 都 集中 在 线性 系统 ， 我 
们 推迟 对 一 个 系统 本 以 状态 拓 量 的 详细 讨论 直到 正式 定义 了 线性 
性 质 时 。 首 先 要 建立 一 些 一 般 的 记号 并 给 出 与 今后 讨论 有 关 的 一 
些 定义 。 | | | 

4.5， 记 号 与 定义 | 

对 系统 8 ， 我 们 利用 抽象 的 记号 


y(t) zS[x(1,);u(1)] (1) 


^ i02 
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y-S(xyu) . (2) 
EXGAXO)EOG»P B. ORHI dTEBEF AU : 8d. RASM 
初 态 Xo xC(o) BE HB A Eu. (OD X mie S HUERX 
Ag uCOETEFRITEIN RII DE., EA HE OC SEHE TR RU TE 
同一 个 时 间 区 间 . 如果 4 作用 于 另 一 时 间 区 间 ， 则 应 明和 白地 指出 
x. 2 
假设 系统 的 初 态 是 零 ， 叉 假设 输入 为 零 ， 于 是 我 们 可 以 确定 
地 说 此 系统 的 输出 将 保持 为 零 。 另 一 方面 ， 对 于 一 个 非 零 的 初 志 
也 可 能 发 生 同 样 的 情况 . 亦 即 对 于 某 些 非 零 的 初 态 ， 了 系统 受到 零 
Au A. A BIDAEER. GARE, SRXORE DES EG ANM 
5: 8 35 Eie D TL Clg HH) ARAL Zadeh 和 Desoer, 1963]... Fl 
记号 表示 ,如果 | 
0—S(8,0) 
则 加 EARE., 5rImBadmpoEX. UM BEUHBLT. 
Bj 4.3-1 95x08 4.3-1a Dg, mino D n d; Pe 
dar 


Rohr 是 回路 电流 。 如 果 电 流 取 作 输 出 , 则 求解 后 得 薪 
«OG + A LOL 


对 零 输 入 , 即 «() —0, ERRA 
r(D-x() 
在 这 个 例 了 中 ,从 20) 0 得 出 c0) 0, IRE c (4) —0 EEEE, 


图 4.3-1 例 4.3-1 55 4.32 EE m 


+ 103 + 


Tri 
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2s 0 P S3EAEME— 9. ERESE. Am BREAK 
说 明 ,在 本 书 中 总 是 假设 有 唯一 的 零 态 ， 在 例 4.3-2 中 介绍 一 个 
假设 条 件 ， 它 产生 一 个 既 非 唯一 的 也 非 圭 的 委 态 。 

例 4.3-2 B] 4.3-1 b 中 ， 两 个 电感 L 与 工 ; 并 联 , o8 XE Ri Hs 8 
4。 定 义 电 路 中 的 状态 变 攻 为 通过 电感 L j L, 的 两 个 电流 x: 5 xus HH 


有 两 个 方程 | 
EE 
Le; 
FCR 
:7- jm 
EHRE, AARETE 
$= gu 
其 中 
d 
— L, 
gE 
L, 
ACTOR WE 
x(i)—x(i) 
M=[ 1 t1] 
于 是 


下 人 — Mxtt) — Mx (t) 
| — gh) + xs 
gH BAS — Eg MALES EE a (0 — — GO IHE BER. | 
另 一 个 有 趣 的 状态 是 基态 ， 它 经 常 与 零 态 一 致 ， 我 们 考察 具 
有 零 输 入 ( 即 u (1) — 00 3 EE JEMIE 9128 DEB AR ds x CO 05 COCIERUS 
大 时 的 情况 ， 我 们 只 关心 这 样 的 情况 ， 当 # 趋 于 无 穷 时 ，x(4) H 


于 某 个 极限 xr*。 换言之, 我们 的 注意 力 集中 在 x(t) 的 稳 态 信 ， 假 
如 它 存在 的 话 。 极 限 状 态 | 


x,— lim x(1) 


di 


+ 104 * 


e. 
————— —Á— 
ee 
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可 能 依赖 于 状态 XxChO. B Ex SMETA, 岗 x, 定义 为 基 
态 。 用 记号 表示 ， 如 时 极限 
x,—limF[xs;:0] - (3) 
RERS xU) 无 关 , 则 xr 是 一 个 基态 . (3) 式 中 的 记号 是 保持 
了 (4.23-1) 这 中 出 更 的 记号 ， 也 可 以 写 戌 
x,—limx(!; X, ,0) | (4) 
Hor xC( xo ,0) 用 以 明显 地 表示 在 时 刻 上 状态 的 值 ， IIR ds E M, 
PA xo 出 发 用 有 零 输 入 . (DAS (4) 式 中 的 记号 引用 时 多 少 有 
Sup Hi. 
fs] 4.3-1 与 4.3-2 中 的 电路 没有 基态 ,因为 在 这 两 种 情况 x, 
Dom T wd. VM 3-1,x,—x(£o) ;对 例 4.3-2 
: tio) 
xam iy | 


记 以 这 了 两 个 电 跑 都 有 零 态 ， 而 邦 无 基态 ， 令 考察 下 面 的 例子 、 


fj 4.3-3 在 图 4,3-2 中 的 RC 电路 的 状态 定义 为 回 路 电 流 。 设 ”为 
电路 电流 , 求 得 x 往 足 微分 方程 
l à— Ri La 
Xp A. TELA | 
| z()-—zr()exp | -g (i— 2] 
: 此 电路 显然 有 一 个 上 唯 -- 的 零 术 及 基态 ， 二 着 都 为 零 。 
: 例 4.3-3 中 电路 的 基态 与 零 
1 ; 
; SREP. TS 
: 衡 态 ， 我 们 定义 一 个 系统 的 平生 
OM e MA JP RE uas. 
) 用 符号 表示 ， 如 果 
E x,—F[x,,0], >t 


H x. JESE SES. RRRA 图 4,3-2. 例 4.3-3 的 网 路 ， 


x,—x(1,x,,0) 


+ jf05 * 


NP ym imm m cu la d M 
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almesepmcs4 OX XR 
HT Acum pu ER RR RR do RR uir cd ' 


在 例 4.3-1 rh x CH ESSE Bm LBSDAD — EJ 048 
| x(t} —x(£o) 
FELES, dois BOE BUSSI AE EEBAE SERU E EA. 我 们 
”” 世 需 要 考察 具有 非 零 输 入 的 从 零 态 出 发 的 系统 . ARARE S 
′ 响应 定义 为 初 态 为 零 态 的 系统 的 响应 。 用 (1) 式 的 记号 , 写 出 


y(1)—s(B ,u) (5) 
用 以 表示 零 态 响应 。 AA r ELH ia tE 


| | y(i) —s(x,,u) | .(8) 
—^ 3&8 ifo fa ds m do f | 
Y. -lims(x, Uu} "a 
如 (7) 式 所 指出 的 , ERSHRDEDARGE GS EVA RIRANOR, 极限 过 程 
to 一 cc 指明 输入 u 被 作用 在 无 穷 的 过 去 上 ， 


4.4. 线性 系统 


我 们 可 以 殉 出 许多 理由 说 明 本 书 用 大 量 篇 幅 强调 及 致力 王 线 
性 系统 的 研究 。 首先, 线性 系统 (特别 是 时 不 变 系统 ) 的 解析 处 理 
是 容易 实现 的 ,因为 这 些 系统 已 有 广泛 的 研究 ， 其 次 ;时 不 变 线 性 
系统 服从 于 封闭 形式 的 解析 解 。 所 以 这 些 系统 的 研究 对 我 们 的 全 
究 提 供 了 一 个 为 虱 的 内 发 点 并 对 进一步 研究 建立 了 先决 条 件 ， 然 


而 ,这 并 不 是 说 我 们 熏 究 线性 系统 纯粹 为 了 理论 上 的 理由 。 事实 - 


上 ,许多 物理 系统 是 线性 的 ,而 其 它 的 能 非常 准确 地 近似 为 线性 系 
统 . 在 景 坏 的 情况 下 ,系统 的 第 一 近似 的 性 态 是 由 “线性 化 "系统 
方程 来 提供 的 。 系 统 的 线性 化 方法 在 第 六 章 中 讨论 . —— 

在 所 介绍 的 线性 系统 理论 中 , 试图 用 我 们 的 经 监 把 状态 空间 
的 概念 与 线性 系统 分 析 的 其 它 科 目 联系 起 来 ， 这 个 描述 大 量 地 需 
要 第 二 ,三 党 所 讨论 的 线性 空间 的 概念 与 想法 。 0 
”在 历时 上 太 很 多 工程 冯 献 中 ,线性 系统 被 定 义 为 一 个 可 合用 
“过 加 "原理 的 系统 ， 更 正式 周 说 ,设想 与 y 分 别 是 线 性 系统 的 


+» JG = 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


RA 399 HA XR. 4,4-1 所 示 , 系 统 通常 被 定 交 为 线 社 的 [Truxal， 
1955.; 如 时 输入 产生 输出 yy,, 则 由 输入 
U= U t Ws (1) 
ux n | 
y —yi t ys (2) 
实际 上 ,(1)》 式 与 (2) 式 就 是 选 加 性 的 一 种 说 法 .换言之 ,输入 ul 
产生 y, 又 输入 s PE ya, 使 得 输 人 ma 二 ws 产生 yit ya. ERE 
注 质 的 另 一 条 件 是 输入 Eu 产生 输出 ky ,其 中 天 是 一 个 标量 ,虽然 
这 一 点 在 工程 文献 中 木 是 经 常 明显 地 说 出 米 的 。 线 性 系统 的 这 样 
两 个 基本 确定 的 性 质 正 就 是 线性 空间 的 确定 性 质 , 即 一 个 空间 如 
果 它 在 加 法 及 数 乘 下 是 封闭 的 , 它 就 是 线性 的 ， | 
王 面 所 提出 的 线性 


性 质 的 传统 定义 描述 线 全 
性 性 质 的 一 种 狭义 类 型 。 | 


Zadeh 与 Desoer, 


SU A EERTE WJ, 但 . ! 


pr : PM 图 4.4-1 RARA u 与 输出 y; 的 
ERTEN EER 单 给 入 单 输出 线性 系统 ， 
是 什么 ? EAR | | 


y()- y) | ec Pwcoar. (3) 


如 果 yi) 0, WI Ho A Bed E EXE SCUSA EDO, R, TOI 

值 条 件 y(to) 并 不 是 线性 的 ， 实 际 上 ,上 面 所 定义 的 是 一 种 零 态 线 
”性 性 质 . | | 
为 了 正式 给 出 线性 人 性质 的 一 般 定 头 ,我们 从 假定 状态 空间 是 
线性 的 开始 ， 这 样 ;如 果 x, 与 至 是 状态 空间 中 的 状 志 沈 其 ,及 a, | 
与 ca AE bn fs , UU 


Z= QX; oN 


. 107 * 


cm map nimi Fe oP ee er ae > = 
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是 状态 空间 中 的 一 个 状态 矢量 ， 输 入 空间 与 输出 空间 也 都 是 线性 
空间 .输入 空间 的 线性 性 质 是 指 , 如 果 ui 与 us 是 可 允许 的 输入 ， 
— 则 其 和 | 
U — a+ aus 
也 是 ,其 中 ai 与 as 是 任意 常量 ， 

”线性 体质 的 基本 确定 性 质 是 可 加 性 与 齐 次 性 ; 它们 分 别 对 应 
于 在 加 法 下 是 封 困 的 与 在 数 乘 下 是 封 闲 的 . 下 面 的 定义 使 齐 次 性 
的 概念 正式 化 ， 

定义 4.4-1 一 个 系统 如 果 它 对 输入 ku 的 零 态 响应 是 对 给 
入 捍 的 零 态 响应 的 瑚 倍 , 则 此 系统 是 齐 次 的 ， 


H SRI EAE | | 
S(Ü;ku)—kS(Ü,u) (Fkt) - (4) — 
(4) ARERIA RAA 
y (1) —S(0,u) (5) 
是 与 输入 成 正比 的 ， 


图 4.2-1 与 4.3-1 中 的 电路 在 这 个 意义 下 是 齐 次 的 ， 这 是 容 
易 验 证 的。 由 (3) 式 所 描述 的 系统 也 是 齐 次 的 。 下 面 的 定义 使 可 
加 性 的 概念 正式 化 . 

定义 4.4-2 一 个 系统 如 果 它 对 输入 uius 的 零 玉 响 应 是 
对 与 的 零 态 响应 的 和 ， 则 此 系统 是 可 加 的 。 

用 符号 表示 ， 这 个 定义 是 

S(O uu) -—-8(Ó u,) - S(O, us) 《可 加 性 》 (6) 

{6) 式 表示 线性 系统 的 迄 加 原理 . 如 像 (3) 式 的 系统 一 样 ,图 4.2-1 
与 4.3-1 中 的 电路 是 可 加 的 . 下 面 的 例子 提供 我 们 考察 更 一 般 的 


结果 ， 
B 4-1 WESTRA ME. XU (EXEAT LA SEE NE Xx 加 。 " S 
Emi, FE l | 
| S(6;u,;T-z)—5(d,u,]- 5(8,z) 
= 108 » | 
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x X 多 二 十 us, 于 是 . 
S(8,2) 2 S(8,u,4-u,) 2 S(06,u,) -SC8,u) 


(0, Du J= 2:809 u) 


如 像 (3) 式 所 得 出 的 , 系统 对 输入 可 以 是 线性 的 ， 但 是 对 初始 
条 件 不 是 线性 的 ,反例 是 很 多 的 .例如 


ya) y) | wlE) a © (D 


对 初始 条 件 y(t6) 是 线性 的 ,但 对 输入 29 是非 线性 的 。 
按照 前 面 的 讨论 ， 线 性 性 质 可 分 成 或 定义 为 两 种 类 型 。 一 个 
系统 当 它 是 齐 次 的 又 是 可 加 的 被 定义 为 夫 态 线性 .这 是 线性 性 质 
的 习惯 定义 。 用 符号 表示 ,系统 S 当 i 
S[8;k(u,—u;)]—8(0;u,) — kS(0 ;u;) (8) 
Et kE- TRARRE, CERAH. 
FWE EKTET IM d SERE XE XEXT— UL 
d AE REIS . dE S ELE SES HE BORA EE nds HE 
BRER, RER HAFA SER TES HE, 一 
RS(xy,u) —&S(xo; v) -S[O. k(u—v)] | (9) 
tXcf£—dx ERE, (DERRE 式 的 推广 ， 我 们 
将 不 去 追求 包含 在 这 个 定 六 中 的 细节 ,读者 倘若 希望 对 关于 一 场 
可 能 初 态 的 线性 性 质 作 更 广泛 的 讨论 及 全 面 的 研究 可 参考 Zadeh 
FU Desoer[1963] 的 更 进一步 的 工作 ， | 
EA DERE X ÉS EX FEER 6 — RN EFTA REEM., 
系统 S 当 人 和 内 
为 零 给 入 线性 。 用 记号 表示 ， 齐 次 性 是 | 
S kx: D) — kS(x5;0) (10) 
M x; 与 xo 都 是 初 态 ,可 部 性 是 


* 1098 * 
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S(xi + x9) 80950) + (3:0) CET) 
把 堆 坊 线性 与 零 输 入 线性 的 定义 结合 成 线性 定义 ， 导致 一 般 定 - 


M. . 
定义 4.4-3 系统 S 如 果 关 于 任 一 初 态 x 是 线性 的 : 
S[8, k(u;—u;)|— kS(xy;u,) — kS(xo,us) (I2) 
又 它 是 零 输 入 线性 的 ， mE 
Six; - x3;,0) —S(x,;D0) -- SCx2;00) (13) 
MERRER. | | 


线性 性 质 的 一 个 有 用 的 推论 说 明 在 下 面 例子 中 . 
864.42 ”线性 系统 的 响应 可 表 为 两 个 时 应 即 由 于 输入 的 响应 与 
由 于 初始 条 柱 的 唤 应 之 和 ,为 了 验证 这 一 点 ,考察 (12} 式 , 今 u-0Mk—l, 
得 到 
S(x,;u,) —5Cx,; 0) FS(89,u) 
— 这 就 是 所 断 避 的. | | 
例 4.4-2 中 所 说 明 的 线性 系统 的 性 质 在 分 析 中 是 经 党 有 用 
的 . 零 态 脉冲 响应 函数 (也 称 权 函数 ) 及 传递 函数 是 在 线性 系统 的 
文献 中 [Newton ,Gould 与 Kaiser,1957 128 7$ t Hd fg 术语 。 在 过 
xb HEOHRIES MGE OX. RIESE: dne A VE) 
是 系统 8 HEA Bop B NI S 
S(,u)- [à Dude (14) 
这 样 , 像 例 4.4-2 所 说 明 的 , 线 注 系统 的 深 值 响应 可 表 东 为 
SQ u)—8090) i f kw) (45) 
我 们 将 在 和 4.6 及 第 五 章 中 更 详细 地 前 明 这 个 内 容 。 
4.5. 时 不 变性 | | 
在 很 多 工程 文献 中 要 找到 时 不 变性 的 一 个 价 当 又 一 至 的 定义 


a I1) * 
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X EBS. BUERRETR JEDER MENU OR UE, 如 许多 文献 所 做 
的 ,时 不 变性 可 以 依据 微分 方程 的 系数 来 定义 ， 如 果 微 分 方程 的 
系数 是 常数 , 则 此 系统 称 为 是 时 不 变 的 ， 用 对 应 的 脉冲 响应 函数 
类 示 , 时 不 变 手 由 关系 式 [Brown 和 Nilsson,1962] 
h(5,E) = h(t—£), | (1) 
来 定义 ， 另 一 个 经 常 引 用 的 定义 是 ;如 果 系 统 的 输出 与 输 人 作用 
的 时 间 无 关 , 它 是 时 不 变 的 , 即 输出 只 依赖 于 引入 输入 与 观察 输出 
忆 间 的 时 间 区 间 而 焉 依赖 于 输入 的 上 时间。 素 实 上 ,这 个 定 义 就 是 
《1》 武 所 前 明 的 。 

我 们 将 给 出 时 不 变性 的 一 个 广泛 且 更 明显 的 定义 ， 在 讨论 线 
性 性 质 时 已 指出 过 ,虽然 许多 系统 并 不 完全 是 线性 的 ,但 是 用 它们 
的 近似 武 可 以 得 到 一 些 有 用 的 知识 ， 对 于 时 不 变 系 统 有 类 似 的 情 
Bà. 任何 物理 系统 无 疑 会 陈旧 , 所 以 它们 的 特征 随 着 时 间 的 推移 
将 作 理 论 上 的 改变 ， 变 化 程度 就 是 区 分 的 一 个 重要 特征 . 许多 电 
了 予 元 件 ,例如 电阻 随 着 时 间 改 变 它们 的 特性 ， 然 而 ,这 种 改变 通常 
是 很 小 的 使 得 可 以 忽略 ,至 少 可 作为 第 一 近似， 

为 要 阅 述 时 不 变性 的 定义 ,我 们 定义 平移 或 移 位 算 子 . 算 子 是 
线性 的 ,对 它 湛 中 可 加 性 与 齐 次 性 。 作为 记号 , 设 T, 标志 一 个 算 
子 , 它 把 一 函数 沙 时 间 轴 平移 或 移 位 总 量 上 =s, 如 图 4.5-1 所 示 . 
如 图 所 示 , 移 位 算 子 T, 把 时 间 国 数 CO E Jr s 正 时 间 单 位 ， 


(t) | | 
] 1 | 
~ 1 
| B 
| | 


m { ite | qe 


T. [uCt)] 


图 4.5-1 FFE B h RTEA k uc, 


a db a re 


raat et 
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性 , 它 对 应 于 常规 定 疼 ， 以 及 零 输 入 时 不 变 性 ,它们 同 线 性 性 质 讨 
论 中 的 两 个 定义 相当 ， 
O PREH, RHA S MERRER EI RA LS 
“形式 而 不 依赖 于 u 作用 的 时 间 , 它 是 零 太 时 不 变 的 。 用 记号 表示 ， 

pup s 

S[8;T,(u)]- T,[S(0,0)] (2) 
系统 是 零 态 时 不 变 的 . (2) 式 的 左边 是 输入 移 位 后 的 NEL, 
边 是 来 移 位 输入 的 移 位 响应 .〈2) 式 图 解说 表 在 图 4.5-2 中 . 

B 4.5-1 例 4.3-3 中 的 RC. 回路 有 零 态 响应 
a()— [^ expli DiD dE (3) 


ERBI R=C =l, 《2) 式 的 左边 首先 抠 输 入 平移 一 个 正明 # WAR. TE 


' T,ís[6;u]) —5[8; T, Qi) ] 


A — 'T.[u] 
| o 


| | | 


Fo fatz f Ps 


BE 4.5-2 《d.5-2) 式 的 图解 说 明 . 
在 灌 迁 时间 区 间 上 的 响应 可 由 在 区 问 (十 8,t 十 8》 上 积分 而 得 到 。 得 到 的 呵 
应 是 | 
f enpte- c 8) l&(£ —8)d£ (4) 


另 一 方面 ,(2) 式 的 右边 可 由 (3) 式 改变 积分 变量 而 得 到 。 如 果 用 新 变量 E- 
“+s; 在 (3) 式 作 变 量变 换 就 得 到 (4) 式 ， 所 以 BC BRE ASIA 


用 一 阶 微分 方程 


dy 
E +y=iu (5) 
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所 搞 述 的 系统 不 是 零 态 时 不 变 的 .如 方程 (5) 所 指出 的 ,系统 作用 
在 输入 w 上 是 用 时 间 t 乘 以 %。 此 系统 的 零 态 响 应 是 


y= f exp(£—i)éu(E)dé (6) 


| 如 果 平 移 w(t) 一 个 正 量 5, HL TERT [RI fBl Co t8, tein a. 
' 则 有 有 结果 


OS MM exp£— (t+ 5)]£u(£ —5)d£ (7) 
另 一 方面 , 当 作 如 在 例 4.5-1 中 的 变量 变换 外 =E+s 时， 此 结果 
与 (7) 式 不 一 样 。 


我 们 将 给 出 时 不 变 福 的 其 EAP, 但 是 首先 要 定义 堆 输 入 时 | 

不 变性 ， 用 符 导 天 示 ,系统 8 如 果 
SI x(£5— $),0)— T, (S(x ),0]] (8) 
是 零 输 入 时 不 变 的 ， 用 话 来 说 ,(8) 式 说 明 零 输入 了 啊 详 的 形状 经 
o 例 4.3-3 中 的 EC BRERA A E R A. 


的 例证 ,考察 其 等 输入 啊 应 . 
gy(#)— NNI 5 | (Q) 
系统 从 时 间 to— 5 开始 的 零 输 入 响应 

z(0) — a(iy—8)exp rem (10) 


(9) 与 (10) 在 总 重 1=s 范围 内 的 平移 是 恒 等 的 、(11) 式 表示 一 个 
假设 的 系统 的 稚 输 入 淋 应 , 它 显 然 不 是 零 输入 时 不 慑 的 ， 
yGO) —ty(fo) (11) 
Dj 3 JA to — s 开始 的 3 的 零 输 入 响应 是 
y(G)miy(ig—8) 

疡 与 (1 的 差别 不 仅 是 一 个 平移 ， 

现在 给 出 时 不 变性 的 一 个 一 般 定义 ， 这 个 定义 是 足够 一 般 
的 , 它 包 含 零 坊 与 输入 访 琴 种 时 不 变性 LZadeh 和 Desoer ,1963 


Ji» 


[LO 
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b Pp i Pe 7 — R 


定义 4.5-1 RRJETE; Am ROME — UJ E Xx x) 
T S RA EE Y. 
T,[S(x;;u)] =S xo; T, (Cu) ] | | (12) 


4.B. Bepi uS RAR 


在 这 一 和 要 给 脉冲 响应 与 传递 函数 扼要 而 是 够 的 讨论 。 我们- 
将 把 这 些 思想 与 丢 念 安排 成 状态 空间 记号 。 讨论 首先 限于 单 输入 
单 输出 系统 . 这些 系 统 是 工程 文献 中 经 党 出 现 的 ， 在 以 后 的 党 
中 讨论 更 一 般 的 系统 ， 要 提醒 读者 ,传递 国 数 在 分 析 时 不 变 线 性 
系统 中 几乎 是 专用 的 ， 由 于 这 个 理由 ,我 们 把 注意 力 E 中 于 这 样 
的 系统 ， 传 递 函 数 在 分 析 中 的 重要 性 以 及 在 说 计 中 更 重要 是 在 于 
它们 可 用 正 续 稳 术 测量 法 确定 [Clark ,1962]， 这 就 是 说 , 如 时 一 
个 系统 是 稳定 的 ,出 它 的 正 继 移 应 提供 它 的 增益 以 及 相 特 征 的 一 
个 度量 .因而 传递 函数 是 一 个 有 效 的 设计 工具 . 

在 (4.4-14) 式 中 已 给 出 系统 的 零 态 啊 应 为 


y() e 805u) — h(t,é)u(é) ds a) 
ERREA ARRE., MA EENE. 
单位 脉冲 函数 或 德尔 塔 函数 记 作 | 

EEX, t= fg 
siwah, , ile 
及 


| 全 5G 一 td =] 
ARER i EAA 
(0 etos f 60 (df 
其 中 | 


ili 


ii 
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$ " LAE, 
TIEN f=to 
| 1 + tt 
TR BER im s à 阶 导 数 记 作 700—119. B Br XCERUAE-H d 
ZMF AE SEYF. ibA itnE EA T 列 运 算得 
出 ， 设 了 工 表示 积分 


p— (fole oda 


7 一 人 fG9(— nds fso) (2) 


按照 这 些 题 外 的 预备 知识 ， 脉 冲 响 应 函数 正式 定义 为 8 对 音 
位 脉冲 的 堆 态 响应 .用 符号 表示 ,脉冲 响应 是 从 (1) 式 作用 一 个 音 
此 脉冲 国 数 O(£— y) «(0) 得 到 的 。 利用 过 滤 性 质 (2), 把 单位 
脉冲 函数 代入 (1) ,得 
ds Ly zs 
| s y 
下 面 的 例子 说 明 建 立 动态 系统 脉冲 响应 的 一 个 解析 方法 。 

Bj 4.6-1 考察 出 微分 方程 


f PODIE- d= 


aG) 人 +/ 
所 找 术 系统 的 脉冲 响应 函数 。 利 用 标准 的 积分 因子 [Wylie,1966] 
wii t} — exp d. L2 
来 解 这 类 微分 方 称 ; 改 写 
A CoQ t )yQ)3- 


dh pef di e 6 TIS E 


fio 
act) 


CE) 


Nes m " xRwERS OAR c 
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2003 ("uut 
yO f, Tad) i dt 
O 为 求 脉 冲 响 应 ,可 设 输入 FU) REUS ZRHR ERE OG, HALER RAA 


Bk ipud p | 
1 wiy, t) 
"roy a(y) ， 42v 
h(t, yp} ] | f(* dr 
sl Fu) ev 


| 0 S ty 
注意 到 如 果 a{ 引 是 一 个 常数 c, 划 | 
i h(t— y) => exp 


h(.y)— C > 
00. FLy 
在 例 4.5-1 中 ,脉冲 响应 容易 被 建立 为 
e". Uy 
Ht 一 7) 一 有 | | 
这 个 例子 中 的 系统 也 可 证 明 它 是 零 态 时 不 变 的 ， 象 在 84.5 开 始 
时 所 指出 的 ,时 不 变性 有 时 依据 脉冲 响应 来 定义 现在 可 以 正式 
地 说 ， 线性 系统 如 果 它 的 脉冲 哆 应 Cp) 取 有 (tf-y) 的 形式 ， 它 是 
零 坟 时 不 变 的 ， 利 用 此 定义 看 到 例 4.6-1 中 的 系统 当 a(f) 是 常量 

时 是 零 态 时 不 变 的 . | 
时 不 变 系统 的 传递 函 教 定义 为 零 态 脉冲 响应 药 拉 氏 变 换 式 ， 

Bn 


H(s) af haje "tdt 


RIKERE — YeBEIE EXE ERG EA Fit — Bett HIS AE 
EMRS RA TERRE. | 
1， 两 个 系统 和 的 脉冲 响应 ( 见 图 4.6-1) 是 各 个 脉冲 响应 的 

和 > | | 
A lE) — bh, tH h Ct) 
2. PRA RRR K COP PAL E 4.6-2) HH 


. 116 。 
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AQ) kad 2)8,(2)42 


3^ iH qz ER SA 3S RB AR [vw ylie,1966]. 


F= halt) rh C) I= HC) +H HC) 
图 4.6-1 Bip c issue. 


xo 


RESA thit) = EE 


mM = Hato Hia) 
图 4.6-2 MORES SRL ERAR. 
3. Wir o SOR a fo XE ER CE 
H,(8)— H,Cs) - H,(8) 


4. 两 个 系统 滋 积 的 传递 函数 是 
H,(s)=H,(s)H,s) 


4.7， 状 态 方程 | 

这 一 节 的 目标 是 说 明 对 一 个 系统 配 以 状态 矢量 的 方法 并 建立 

关联 的 状态 方程 .我 们 将 仅仅 处 理由 单个 微分 方程 所 描述 的 系 
统 ， 这 些 系统 对 我 们 是 最 熟悉 的 ,从 而 可 作为 一 个 很 好 的 起 点 ， 

4c 84.8 中 将 扼要 地 指出 如 何 推广 这 些 概念 到 多 和 输入 多 输出 系统 
Ji7 + 
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ER. 
AE 84.2 所 指出 的 ;与 状态 变量 关联 的 包含 三 个 组 成 部 分 
即 系统 ,初始 条 件 和 激励 乓 数 。 扼 要 重 述 一 下 ,状态 的 定义 指出 ， 
如 未 Xt2) 是 系统 的 一 个 状态 居 量 , 则 | 
x(t} —F(x;;u) | (17 
其 中 F REKETA, HRA x xo 与 u 分 别 在 状态 : 
空间 与 输入 空间 中 在 任 一 时 刻 (2 22 AERE — Bx. Uy. EET 
输出 y 是 
y(t) = Sx.) (2) 
其 中 yY( 四 也 是 由 x 与 唯一 确定 的 。 对 于 定义 及 一 个 系统 配 以 
状态 矢 明 的 过 程 , 令 通 过 二 芥 寺 不 变 线 性 微分 方程 
ay-bg-cy-u (3) 
说 明之 . iik 7 ERBHBIBIS, XSUR RA wE HE OS y. M 
微分 方程 理论 知道 ,y(i) 蚌 由 输入 % 及 初始 条 件 yo 53 yo $64 T8 
定 的 。 因此 ,如 是 设 so) =x 是 列 矢量 


Yo 
0 一 | 。 (4) 
THE 
MIH y CO 是 由 xo A eteen. aE i d 
y{li= S(xpiu) {5} 


AEE JE x 3 u WAEA. xH E 
o ML piod 


fps 
p x36) von 


具有 状态 矢 唱 的 资格 .为 了 缩 得 记 号 我们 省 去 时 间 变 元 主 而 号 


Ei— M 


: (55, 
T= y 


Jo REEI o AAIE — E hije. 


* lig.» 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


基于 时 间 徽 分 这 些 方程 得 到 方程 组 


t= y= (7? 

#157 0 (8) 
AFERAJ. ER 

£. — Dey s | LX (9) 


KAFE DSO ,得 到 方程 | 
I= Ax + Bg (10) 
其 中 


Å= (11? 


0 0 
_e _b| B=| 工 
e |o 


à [e I 


方程 (10) 是 一 个 一 阶 矢 量 微分 方程 , 它 的 解 在 第 五 章 中 讨论 ， 解 
xf 起 由 x, 与 唯一 确定 ， 依 据 方程 (1) 
(Ox(I)—Fixpu) 
函数 E 是 其 变 元 的 单 值 函 数 ， 与 前 而 例子 关联 的 输出 方程 是 
y(t) =Cx(t) (12) 


C—[1 o0] 
方程 (10) 5 (02) EXER CO B UO RBS S FR. eX 
些 方 避 与 方程 (4,2-5) 及 (4.2-6) 有 和 同 的 形式 , 后 者 表示 线性 微 ， 
Ar 352 UE --ERÜTEOL. | 
我 们 断言 [Zadeh 和 Desoer,1963] ,如 果 状 态 方程 是 微分 形 


A | 
x-—f(x,u,i) (13) 
y —g(X,u,7) (14; 

| dioe 
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使 得 方程 (13) 对 x 有 唯一 解 , 则 工具 有 状态 矢量 的 资格 。 如 第 五 
章 要 讨论 的 ,由 状态 方程 
- X-cÁx-- Bu (15) 
y —Cx + Du i (18) 
所 表征 的 线性 微分 系统 对 x HE HERR 方程 (15) 与 (16) 
称 为 线性 系统 的 标准 状态 方程 。 在 第 五 章 中 要 证 明 如 果 线 性 微分 
系统 的 状态 方程 能 写成 标准 形式 ; 则 x 可 作为 一 个 的 态 矢 量 dE 
这 一 节 及 今后 的 节 次 中 将 说 明 求 标准 方程 的 方法 ， 
为 了 说 明 xf( 革 的 选取 不 是 唯一 的 ,设想 初 态 矢量 确定 为 


E YN 1 
Xo 一 17) 
? | Yot Oyo ( 


由 于 xo 的 这 个 表示 法 ,状态 变量 对 任何 时 刻 i 成 为 
| z;—ay T4:0yd-by 
35r Hl AERE S WERA 
| 1 
c=| 4 o| 


状态 变量 这 样 渤 取 所 对 应 的 矩阵 微分 方程 的 推导 贸 给 读者 . 读者 
并 应 当 把 所 得 的 标准 方程 与 由 (11) 所 定 的 那个 方程 加 以 比较 ， 


互 反 微分 系统 | 
紧 接 着 关心 的 是 推广 前 而 的 讨论 到 阶 线性 微分 系统 .我 们 
定义 由 微分 方程 
d*y C d 


a.p Aa] di T i md . (I8) 


rr D P, Um, pn n TR IT er aen gi TAAT 
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所 描述 的 微分 算 子 系 统 ， Kp 并 定义 微分 算 子 


L(p)-a,p" ta. ap" i-r 4^ p (20) 
M (p) -b, p? b, p” t tbo (21) 
XH ERA G9 fft | 
L(p)ycu 
y—-Míp)u - 


现在 把 系统 Lip)y—u MARERE. Wen COS REI AR 
SRR AE ANER. 


ENRETE 0228 
| 
d | MEET | EC 
加 d^^ly à 
a =p 
于 是 ,进行 微分 ,得 到 
F) = 
2 
$i di n 
t — mE |. Qn 
\ RE 
在 矩阵 记号 下 ,这 个 方程 组 成 为 
| X= Ax + Bu 
yeti (24) 
其 中 
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Å=] ost tm 
0p _ Oga-1 
C. dn 
B-| : |,  C=[1 0...0] (25) 
| l | 
E 


注意 到 状态 矢量 是 ” 维 的 ,因而 x 变化 的 状态 空间 是 RU GR C"). 
在 第 五 章 中 将 全 面 讨 论 这 些 系统 的 性 质 ， 然 而 要 指出 这 个 系统 的 
阶 数 是 8， 并 且 状 态 估量 不 论 怎样 定义 ,状态 空间 的 维 数 是 ”。 
虽然 在 方程 (18) 或 (20) 中 无 疑 地 了 解 其 系数 a; 为 常数 ,但 这 
是 不 需要 的 .由 配 以 状态 撩 量 的 经 验 , 由 (22) 所 定义 的 矢量 ,即使 
ca;=4i(t), 也 显然 确实 是 一 个 状态 矢量 。 从 (22) 开 始 依 次 得 到 - 


i=A(i)x+B(t)u ^ (26 
|  y-COXx (27) 
其 中 A(O 相同 于 (25) 中 的 矩阵 , 只 是 把 a 换 为 a0. BO) 与 
CD AGERE, E | 
TH VR XY SERES m BEER DUIS BUT VR 
(gta)y-u 7 UU (28) 


o 的 倒数 二 是 积分 器 的 时 间 常 数 。 当 a=0 时 ， 这 是 一 个 理想 积 
分 器 .显然 ,积分 器 系统 的 阶 数 为 1, 因而 一 个 变量 足够 描述 其 状 
态 . 图 4.7-1 描述 积分 器 的 流 图 。 如 图 中 所 示 , 状态 矢量 (标量 ) 
* 被 定义 为 税 分 器 的 输出 .这 就 是 说 , 状态 变量 = 必需 形 如 = 
ky, 其 中 是 一 个 常量 .分别 在 点 1 与 2 写 出 流转 的 方程 就 给 出 
状态 方程 
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£-l-—artu y-r (29) 


: 1 
` 1 iz /P r2 1 , 
" | — ti 


muri DARRER. 
如 前 面 指出 并 说 明 的 ， 状 态 和 失 量 的 选取 不 是 唯一 的 。 为 了 进 
一 步 说 明之 ;设想 不 用 (22) 的 状态 舌 量 ,而 选 状态 矢量 x, 其 状态 


变量 为 | 
NE us 
"i dpi 
E 
$3—7j4pD 7 (30 
好 一 了 
”于 是 应 得 到 状态 方程 
X'— A'x/ - Bu | (31Y 
y-Cx' 0. (82* 
这 里 我 们 留 给 读者 去 验证 
PNE un" e 
| "» Gu 
a. 1 0 0 0 
A= oaro 
0 0 0-1 0 
1 
IN 
E 0 C'—[0--*0 1] | (33) 
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显然 (22) 的 状态 矢量 x 与 (30) 的 状态 矢量 x ibn ER 


x—Tx' | (34) 
KAEk. Hob T Æna JER ERE 
o peeo 1 
RM (a5) 
L100 
把 x=:Tx 代入 x 的 状态 方程 [方程 (24)1, 得 到 
Xx'—T-'ATx' - T Bu (36) 
| y —CTx' | (87) 
把 方程 (36)、(37) 中 的 矩阵 和 方程 (31), (92) 中 的 对 应 矩 降 相 比 
较 , 有 
A'—T-!AT 
B^ -—T-B (38) 
C/—CT l | 


我 们 所 建立 的 主要 是 ， 对 % 阶 系统 配 以 状态 矢量 的 方法 是 很 多 
W. 然而 不 周 的 方法 相当 于 在 状态 空间 R* 或 C" 中 指定 不 同 的 
变量 这 就 是 说 ， 状 态 多 量 是 由 一 一 线性 映射 联结 起 来 的 ， 用 符 
号 表示 为 | | 
x—Tx' 

其 中 工 是 一 个 » x n 非 奇 常数 矩阵 ， | 

用 流 图 的 积分 器 配置 状态 变量 有 时 是 方便 的 , 特别 ,图 4.7-2 
中 的 流 图 是 -一 个 例子 ， 它 是 像 (22) 所 定义 的 那样 来 选择 状态 变量 
的 .如 图 4.7-2 所 示 , 流 图 是 由 加 法 器 , a: o, (O SOR S 


及 用 符号 二 表示 的 纯 积分 器 联结 成 的 ， 状态 变量 zl za nn n 
被 表示 为 个 积分 器 的 输出 ， 在 记号 上 为 了 区 分 这 % 个 积分 器 ， 
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MN a 


我 们 指明 第 i 个 积分 器 关联 着 第 i PREE, Pisos 
分 器 以 wz 作为 它 的 输出 ， B 


图 4.772 互 太 微分 算 子 系统 的 流 图 ， 


我 们 断言 对 互 反 微分 系统 状态 矢量 可 以 用 流 图 中 每 一 积分 器 
的 输出 配置 一 个 状态 变量 来 建立 。 注意 到 (30) 中 的 状态 变量 容易 
— 美 联 到 流 图 中 去 。(30) 中 的 状态 变量 是 由 从 去 到 右 计 数 积分 器 而 
”得 到 的 ， 但 不 是 如 图 4.7-2 的 从 右 到 左 。 下 面 的 例子 说 明 这 个 想 
法 ， | 
EE 4.7-1 考察 三 阶 线性 时 不 变 微 分 系统 ” 


{Cp +o p11 p+ (39) 
E A C A. 可 
EARRA | | 
F £5 
xl il (40) 
L5 
这 时 状态 方程 成 为 | 
X-—AÀx--Bu 
y=Cx 
根据 254: 这 里 


0 1 0 1! | 
a=} 09 o 1, Br=[ro01], C-[100] U1) 
—6 —11 —6] |. 


(ADDS US Ac RIEA SD FE] 4.7-3。 


s. {25> 
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PP rr ai pma cut m 


图 4.7-3 B 4.7-1 By —1- XH. 
ERARE AA | 
£' 4-6 p*-11 p-F6—(p--DDC pF 22€ p+ 3) (42) 
由 此 可 得 部 分 分 式 展开 


1 1 
1 2 _ 1 (2 
pUt6p-cilpt6 pti  p-2 E p+3 


这 个 展开 式 提供 图 4.7-4 IGI, 于 三 个 积分 器 的 输出 配 以 状态 变量 可 导 
。 出 状态 方 和 | 


1 
$,——zd uu 
i=? t — l i | (43) 
£,— 一 3 X. +u 
y= as x 


PaaS ERREFE, A 


于 一 Ax 十 By — | | (44) 
其 中 
E 0 t : ; 
si. o —2 0| B” =] -3 —] i C-[1 1 1 
(45) 
状 志 舌 量 的 后 -- 选 到 法 显然 是 合乎 需要 的 一 个 ， 国 为 沾 陡 和 是 对 角形 的 .此 


-方程 组 的 解 可 让 解 方程 组 UD 中 的 三 个 标 晶 -- 阶 微 分 方程 而 得 到 ， 在 今后 
”将 会 更 多 地 说 芭 状 态 变量 的 这 个 选 法 以 及 其 它 相 局 的 选 法 。 
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m 4.7-4 fW44.7-1 HAZARA. 


A tio EE LA DEBE SCR TERI 4.7-5 中。 姑 图 所 指示 的 标 出 积分 
器 的 输出 作为 状态 变量 ， 得 到 下 列 状态 方程 胡 


$= 一 地 十 所 
£,——2 x4, 
£,—-—29xz,-xX, — (46) 
N— x. 
" 1 lp Xx 1 lp z. 1 17» -—*1 
| -1 一 2 -3 ， 
图 4.7-5 Bi 4.7-1 的 第 三 个 流 图 。 | 
一 般 微 分 算 子 系统 
现在 研究 一 般 系 统 | | 
LOp) y — MCp)u (47) 


JA (20) & (21)]EHZ, 3] LCp) 的 阶 为 # 而 M Cp 的 阶 为 四 。 一 个 系 
统 当 msn M , 称 为 正常 的 ; 当 mn 一 1 时, 称 为 严格 正常 的 ; 当 
m>n 时 , 称 为 韭 正 常 的 。 依 据 传递 函数 


M (3) 
L(s) 


IE E RAAR AHS AA PRU 5S ER. m P ERGE T RA 
限 极 点 的 个 数 超 过 零点 的 个 数 ， 又 非 正常 系统 有 限 零点 的 个 数 直 


» I9? 


HG)— 


Tr 
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过 极点 的 个 数 ， T€ 正常 系统 含有 一 个 脉冲 函数 ， 严格 
正常 系统 不 含有 脉冲 函数 而 非 正 常 系统 含有 脉冲 函数 、 二 重子 以 
及 高 阶 脉冲 函数 ， WA MBA oC PERDE NOR 者 是 正常 
的 ,因而 将 不 考 虚 非 正 常 系统 ， 注意 到 状态 方程 (4, 2-5) 及 (4.2-6) 
一 般 表示 正常 式 统 .其 次 ,如 果 D= 0, RD PESOS PER TEN AH. | 
为 了 说 明正 常 系统 及 指定 状态 变量 的 方法 ， 考察 方程 | 

(pl aipayy- (b, 5? + bp Bo) ^ ^ (48) 
为 了 对 这 个 系统 配 以 状态 矢量 ， .我们 可 思考 如 下 ， BUDE w 25 

” 零 ， 我 们 可 取 状 态 变量 如 (22)， 适 当 的 流 图 如 图 4.?-2 所 给 的 结 
构 。 将 图 4.7-2 的 基本 结构 应 用 于 方程 (47) 的 系统 ,特别 是 ,方程 
(48) 的 系统 这 个 要 求 似乎 是 合理 的 . 方程 (489) 的 系统 与 互 反 微 分 
系统 的 不 同 只 在 于 激励 函数 4 如 何 进入 系统 .图 4.7-6 指出 一 个 
流 图 , 它 有 图 4.7-2 的 基本 结构 . 在 图 4.7-6 中 ,输入 4 在 三 个 点 
处 进入 系统 。 我 们 可 求 出 常数 a 与 8 使 得 图 4.7-6 确 是 表示 方程 
ARE E | 


图 4.7-5 106 4.7-2 HRE. 


Hic. 与 za 表示 的 状态 变量 取 作 积分 器 的 输出 如 图 所 示 ， 于 
”是 可 以 写 出 方程 E 


y=x;ı 十 Bou 
=x, + fiu | | - (49) 
f= — ayt — ax; Bau 
对 y 了 对 导数 ， 得 到 方程 
py—zi pu 


= [28 
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用 zi 的 表达 式 代 和 人， 得 
| py—xQ fiuc Popu 

又 二 阶 导 数 | 
py —d44 Bipu t Bop? 
用 £z 的 表述 式 代 入 ， 得 

| p^y-— --agx;— atat fau teipit pom Wu 
igit e: 3 Bi, TE vy E p'y 代入 方 程 (481， 经 过 整理 之 

， 得 到 
(ao aotit (aia) tat (Bat aB: ic aoo) u +t 
| t GR tapo) pit pop 

比 轻 此 趟 与 方程 (48) 右 过 的 系数 导出 条 和 位 


ao 一 ao， gr 一 dt | (50) 
By b, | 
B1—5b,— a. (51) 


Ba b, aP — aho 
注意 色 关 系 式 (51) 可 写成 矩阵 形式 如 下 ， 


bs 1 0 .0 Ba i 
b |=] 1 0 fi (52) 
b, qo 0G, 1 Bal 


H (SDAA TEL RE GRE oe UtxE. 8;, 叉 由 (50) 直 接 给 出 a,， 
， 因 此 图 4.7- i a i FAF 
iH 8 rof ERU AH PA. 
Pi 4.7-2 考察 正常 系统 
(pt 3)KpTtDy-rt2Xp-H-4M 
或 | | 
(p'-- 4 p--3)y— Cp'-- 6 p+ B)u. i | (53) 
如 果 按照 图 4. 7-6 定义 的 态 变 明 并且 把 方程 (48) HAMIDA (53) 的 系 
教 ， 得 ao =a=d4iao=ao 一 3。 对 应 于 (527 的 矩阵 方程 是 
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Hi 


这 个 方程 是 容易 求解 的 ， 且 有 解 有 一 1 及 一 2 有 一 一 3 
用 和 相 阵 记号 ， 状 态 方 程 ( 和 8) 成 为 


EL? CEFL} 
y-[1 0 [7 ja 


这 些 方 程 基 标准 形式 
X—Àx-FBu 
y=Cx+Du 
像 前 面 所 说 的 ， 可 导致 标准 方程 的 一 个 矢量 有 充当 状态 儿 旱 
的 资格 . 因此， 对 正常 系统 得 到 了 配 以 状态 矢量 的 一 个 方法 .此 
外 ， 我 们 断定 状态 空间 是 二 维 的 . 为 了 推广 前 面 的 概念 ， 考 察 图 
4.7-7 的 流 图 。 这 个 流 图 指出 了 n 阶 正常 系统 
(pP ta, p + + ao) y= Gp b, pittt bu 
(54) 
的 结构 ， 其 中 任意 地 令 a= l RER. RRETARA 
性 ;因为 要 定义 系数 使 得 a =i 是 经 常 可 能 的 ， 
如 图 4.7-7 所 示 , 在 画图 时 已 推广 (50) 的 结果 wii 一 ar 由 于 
流 图 的 帮助 容易 写 出 下 列 方 各 


图 4.7-7 正常 系统 的 流 图 。 


(130 * 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory" 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


yat fou 
$i Yid Bu | 
T (55) 
d,— 2,14 Bu 
d,7:—(Ggx, d aq gs b ita.) t Pu 
Woy 有 | ! 
py-c4tÉpu—r;-ffuB,nu (56) 
者 续 这 个 过 程 ， 可 建立 下 列 方 程 
Opu—sretÜuc Piput Popta 
PTY = aat Pnau t Ba-2pute :+ Popu (57) 
p'y- — (az, + ag + tb aX) Baud Bo pu 
+».--+ Pupu 
”把 (56) 式 与 (57) 式 代入 方程 (54) ,并 比较 系数 , 求 得 


b, 1 0. OQ :-: Darf], 
Ani. 1 Ü Ns 从 月 | . 
PE: PEN | 1 DUNS 0 k ] (58) 
hl... s.l br 


| bs nm 
ECEIDERIDEIDTAETTMETIELU TTE 


有 (还 可 见习 题 4.39) 
m Bo — 5, E | 
fi Zp a= 8, D. | o (59) 
P= ba- a4 sb, — 4 (b, 47 a, 45.) 
状态 方程 是 标准 形式 本 T 
X—Ax--Bu | (60) 
y= Cx -+ Du 


® 于 了 了 * 


` e 
mE aa ip HOÀ — 
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Ah A 5 € 由 (35) 式 给 进 . ED 简单 地 为 标量 中 二 5,，, MER. 
B ANRE 


习题 4.38 中 提供 了 系统 Lpy — M (pu 的 另 一 个 实现 ,还 
有 一 个 是 由 图 4.7-8 所 示 的 流 图 提供 的 .注意 到 这 个 芒 图 本 质 上 
是 与 图 4.7-2 相同 的 。 差 别 在 于 输出 了 的 结构 . 因此 ， 如 果 我 们 
定义 状态 变量 为 图 中 所 示 的 积分 器 的 输出 ， 就 得 到 标准 方程 


Càs Ax Bu 
' y-CxiDu - | | (61» 
Hp A 与 BB 如 (25) 所 给 出 的 。 从 流 图 
y= b, Lu (&- t. d bs e (a Set y, (62). 
» | 
c=- la, po 一 cab aub, 1 一 Ga-1bn]， (63) 


部 分 分 式 展开 
为 了 实现 系统 LO)y- M ou 的 其 它 形式 ， 考 察 部 分 分 式 
展开 法 .这 个 方法 在 实用 上 不 是 广泛 受 欢迎 的 ， 因 为 它 涉 及 到 多 


图 4.7-8 . X Bi. T-AD GER dom. 
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项 式 的 分 解 因 式 .使 用 不 同和 的 术语 ， 这 就 是 要 求 系统 矩阵 的 特征 
H. 我们 将 结合 这 两 个 概念 来 进行 
首先 假设 Li AHRR ,并 且 Mp) 3 L(p) BARAR. 


JRÉERI fi EPE B n] TE 
. Ms) | 
L(s) (64) 
其 中 | 
L(s)ca,8"-Fa, ,8 ^l». Ta O 
—a,(8— A1) (8— Aa) te (8— A4) (65) 
此 系统 的 部 分 分 式 展开 应 得 出 为 | 
"EN - 
Hiec tt tT | (68) 


AK o, 与 mo 为 常数 :在 例 4.7-1 中 我 们 已 做 过 一 个 与 之 相似 的 
问题 ， 图 4.7-4 表示 对 应 的 流 图 ， 如 在 那个 例子 中 所 指出 的 ， 部 


分 分 式 展开 导致 (45) 所 给 的 对 角形 矩阵 。 所 谓 部 分 分 式 展开 法 在 


本 质 上 提供 的 是 系统 矩阵 A 的 对 角形 化 。 这 就 是 设想 取 (4 和 中 所 
定义 的 系统 矩阵 A 并 把 它 对 角形 化 ， 具体 地 说 ， 考 察 标准 方程 - 
X-—AÀx--Bu (67) 
y —Cx 
Hp AB 5 Cians. 我 们 的 目标 是 定义 一 个 新 的 状态 多 
量 使 得 系统 矩阵 A' 成 为 对 角形 矩阵 .考察 状态 变 量 的 如 (34) 所 
提供 的 线性 变换 ,并 且 利 用 (36) 式 与 (37) 式 ， 这 些 方程 指出 新 的 
系统 矩阵 是 | 
A! —T"! AT (68) 
ARRE A 有 相 异 特征 值 ( 它 是 简单 结构 的 ), 则 它 相 似 于 对 角形 
” 虚 阵 .换言之 ,存在 一 个 非 奇 拭 阵 卫 ,使 得 
T''AT-—diag[A;, Agnt", As) (69) 


. 133* 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory" 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


这 里 记号 diag[41，ha LASTARGREA Ap As i ADOS EE scd 
-的 对 角形 第 阵 , 4, 是 A ARE. 
回 刀 第 三 章 , 答 阵 的 对 角形 化 需要 确定 它 前 特征 值 ,又 忆 起 相 
似 惠 阵 有 相同 的 特征 方程 。 例 如， 考察 (68) 。 
|A/— AI | = |T-'AT— AI |  |A— AI] 
An A H5) HL, ROT | A— AT] , 求 得 
[A — AI] a, At a, 4A" 71 H à 
根据 (65)， 
| [A— AIL — L(À) 
这 就 是 说 ,A 与 A’ 的 特征 值 都 等 于 算 子 工 的 根 ， 在 下 面 的 例子 
中 复习 在 第 三 章 中 已 讨论 过 的 对 角形 化 方法 。 
B) 4.7-3 考察 状态 方程 (41)， 作 状 态 变 得 的 变换 使 得 新 系 EA" 
AX RX BS. Eel, EE 


CC 


HAE. ATHARE A, R— TER T, 使 担 (69 成 立 。 T Ros REA. 
HFEA. Ve T,LT, 55 T, 是 从 对 应 于 点 的 特征 恒 Ais F A, 89 MER: 


ER. TË 
AT,— AT, 
AT,—AT,. — | | {71} 
i AT, = AT 3 
XT HEROBBJEXGA 
I ALT, T, T.]- fT, T, TD | {72} 
或 E. 
| AT —- TD (T3* 
其 中 E | | 
D-—diagl A, Ar, 4,1 
A 的 特征 方程 是 S 
» 134 
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—À 1 0 
(5 —À 1 


—6 一 11 -—6—4 
注意 到 特征 多 项 式 与 方程 (39) 中 的 算 子 多 项 式 是 丰 IB. 869.51 4. 7-1 得 
ii A IEE A,— —1,4,— —2 及 4, 一 一 3， 


| 和 一 并 | 一 -—(A* 3-6 A* 2-11 A+6) (74) 


i 点 的 蛙 征 矢量 由 解 线 性 方程 组 | 
(A—2;DT;-—0 (75) 
而 得 到 ,对 i 二 1,2,3。 对 外 二 一 J， 有 方程 组 
z $z =ù 
zt, 一 站 (78) 


| 6z llz-452,—0 | 
EZ BATRI 117 是 一 个 特征 矢量 , 其 中 衣 , 是 任意 常数 ， 特 征 
RET, 5T, TELE EL EE 

' 1 1 

re- 2 一 (77) 
d 9|- | 


7 T= k, 


TEE, &k—k—k-l. ERE 


' 1 1 1 
T-[T, T, ;]-|- 1 一 2 一 3 


1 4 9 
及 | 
P | | —-1 0 0 
aa 0 —2 | 
0 0 一 


Fd sgdsk—X. A7), 新 输出 矩阵 应 为 CT, 其 中 C 在 这 个 例子 由 
C41) 给 出 为 C=[1 0 01d | m 
CF-[1 1 1] 
E7016 3E E | 
PDA BRI RREH AEE F SGR S 25 38 E89 Pr mS B C- 
X. dudEDUG 4 xe EB S19 An RGR Sl ROSE RICE , 
们 的 工作 就 容易 的 多 。 然 而 ,如 已 经 看 到 的 ,系统 矩阵 的 对 角形 化 
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需要 大 量 的 计算 。 在 许多 情况 ， 消 耗 于 系统 对 角形 化 的 努力 是 不 
DE TR 然而 我 们 仍 将 推广 以 前 的 概念 ， 因 为 这 些 结果 在 今后 的 
工作 中 是 有 用 的 ， | 

现在 考察 具有 午 极 点 的 系统 ， 也 即 多 项 式 LO) AREA. 
例如 ,考察 


| L(p)—-(p—Ai))Cép—Aqu-(p—A) | (78) 

Pb ER EC 
M(s) 
FO G-AYG-AueeGTAS 009 
H( s) 的 部 分 分 式 展开 导致 表达 式 
Cr > 
H(t + 
TR TET (80) 
由 方程 | | 
| _ Mep) 
YET 
y= B gpp b pap i oy 
YSP Ar pA pA 

l | dris utru (81) 
因此 我 们 令 | | 
IEEE y= RS + row i B | (82) 

- ixa ] i a = 
其 中 
1 
《入 一 A 
a= l w 
2 (p— Ap"! 
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Bà A mo ( 83) 


m 1 
: p- Ài 
M ! PA 
1 n P— Às 


注意 到 r 之 间 的 关系 ,看 到 


PERCHE UN 
(p—A»* 20—4, 
oal „ail, 
” (p—AQD*! p—A ^ 
AINE (84) 
> Il 
j LE om P 


" "hb a 4" 4 o 


Jj f£ C84) Hf dg — 1 BE 3 — Er 09 E, Hf 
£= Ait t 
Fam Afat 78 
Tn ( 85) 
= Ar, +u 
X.— À. £d, 
将 上 面 方程 组 写成 矩阵 记号 ,得 到 标准 方程 
X-Ax-i-Bw 


86 
y =Cx + Du 189) 
其 中 
l3, 
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Åi 1 () *o od 

0 A 1 | 0 

0 0 å: : 

sh E ER (87) 

l Ag 1 0 0 
| 
| Ü 0 Àa 0 
| i0 0 0 À, 


D-— [To] 
由 方程 182) 与 (85) 可 建立 图 4.7-9 的 流 图 . 知 图 所 示 ， 状 态 变量 
是 积分 器 的 输出 ， 这 个 图 非常 简洁 地 丘 揪 了 方程 (82)? 及 (85)。 具 
有 重 根 的 素 绕 的 部 分 分 式 展开 导致 系统 矩阵 的 所 谓 约 当 型 [Gant 
macher,1959]， 这 就 是 说 ,由 (87) 所 定义 的 矩阵 A 表示 A 的 约 
当 型 。 事 实 上 每 一 个 矩阵 A 相似 于 约 当 和 矩阵 3, 也 即 存在 一 个 非 


CEU EE | 
I-T^!AT (B8) 
Ep J EASE., Antw X H.E nxn ERE : 
0.1 0 + 
H,— Ads mE (89) 
ü ü Q +.. 


E 7, — A,E4 H,, MA EEE AEE J —diag| Ji, Ja. tets 
J,]. X T RES Zg zB PERS — AE ES, ES EH ES SER 

Ji; — Ail He 

Gi-Ad 4H. 


. Jage 
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J;— 44 
J, m A + H, 
: 构成 的 和 矩阵. 约 当 和 抵 阵 取 形 式 


(90) 
BH 4.709. RUROBIBGUCRÉERISSLEL - 
4.8. 多 输入 多 输出 系统 
络 定 一 个 系统 , 它 由 于 列 微 分 方程 组 摘 述 ， 
Li(p)y,— Mi(p)u,; 
Lj p)ys- Ma phis 
————— (1) 


L, (yi M ,Cpyu, 
DM E i ER Petite SÉ Ug 例如 ， 对 子 系 统 可 写 


* J39» 
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出 状态 方程 
X,— À,x, -F B,v,, 
y,;—C;x, +D t, 
-WPA En xa EE, UE. Wf xr RGRSEUUAGXG IMMER 
Aj x-—[xi xibc dx] .状态 空间 有 维 数 nu eno ron, 
对 应 的 系统 年 阵 A 应 为 掀 对 角形 的 ， 


二 一 2。 此 


Adae AnA A O 
换言之 ,对 应 于 状态 矢量 这 个 选择 的 系统 方程 应 为 标准 形式 
X-—AÀx--HBu 
| -—Cx + Du 


A pA Hi C228 1H AB BEB,C 5 D38 D T- RARER E Xr 的 , 留 
S XR EX Ue ZE RE, TEC iis PAL rp 18 B3 — AI RISUS [83 98 SC. 
xs uuu d $4 4.8-1 HH 4.8—1 Pro i5 JI ERE 
是 由 输入 i 与 4 油 励 的 。 系统 的 输出 中 
两 个 质量 财 与 如: 从 它们 的 平和 点 的 位 称 ， 
如 图 中 所 指 由 的 ， 两 个 输出 记 为 1 与 ys. 
Fih E M. 的 动态 方程 ,有 
uy fli fy = Miy OO 
Xf dM, 
y — (yi y) — fy Mii 
整理 这 些 方程 ,得 0 
WM fy 十 【让 RY kiym, (4) 
M9 tfaa t kiya kiyi = uy (5) 


I a E 设想 取 状 态 变量 如 下 ， 
图 4.8-1 质量 .组 za 一 入 
S533 5s PACA 002 S ERG, £i. 
Tat ya 
= fa 
于 是 相继 有 
* 140 * 
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M | Ř +$ DM u; 
&ogio dps E Es i BETA 
$,—53i.— 7, 
L =. ? E. 局: LII 
E.— NY, = -£ | A." tU 十 M, 
jx 25 33 FER] SEC A A 
Xx:-- Ax-F Bu (6) 
其 中 
0 if o Ü 0 0 
kt E. f. : ka 0 l 0 
M, M, M, M, 
À. L— | 二 -as EAI E OEA IEEE EOE - 2 
0i 0 1 | B-710 
kı | _ ES 
M, o; M. M. 0 à, 
(7 
输出 方程 是 
y=| 一 x 
Nac 
其 中 | 
33 0 0 0 
C= B 
F D 1 A ta) 


前 徊 的 例子 说 明 S 4.7 "B PrEEEBS A HADE EM EB EE 
BE 8] HT A AR HU AREE. 因而 将 不 继续 这 个 方面 的 进一步 研 
究 ， 除 非 痢 明 另 一 个 有 时 会 发 生 的 共同 情况 ， 设 想 线性 系统 给 出 
#J 

X = Ax + Bu | (9) 
A udEALALDLAmnmEECRARBU ERES. 换言之， 证 励 国 数 可 以 是 
系统 元 件 固 有 的 某 种 内 系统 误 盖 或 者 可 以 是 有 意 用 于 唱 励 系统 的 
信号 。 郊 感 前 一 种 情况 ， 问 题 在 于 决定 或 估计 u 使 得 守 供 控制 屁 
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有 有效 地 把 误差 化 为 零 。 DA f fil ux x. di ARA Y 
者 被 测量 ， 使 得 输出 方 拔 是 
y —Cx = (10) 
得 出 a 的 一 个 估计 的 彻 步 过 程 为 ， 对 到 矢量 z=[x” iu]， 
z 的 号 数 是 ¿=| X 1] 。 为 要 得 到 z 的 一 组 标 崔 方程 
z —Ex -4 Gv (11) 
y-[CiOülz (12) 
Ab ER.ud EDGE xD CBE. 在 许多 情况 ,a X Rt 
误差 ( 即 常数 )， 这 时 | 
ù=0 (13) 
由 方程 (11) 与 (12) 定 义 的 系统 通常 称 为 增 广 系统 ， 当 方程 (13) 成 
立时 ， 增 广 系统 矩阵 F I EAD PA 


AB | | 
e= TT 


mi G --0. | 
| -P RARE u (53 — 1 70S w 是 用 指数 函数 来 去 未 
”的 ， 例如， 设想 u =u, (0), FE E 1,2, 5. 


= Bi (15) 
it D 为 对 角形 短 阵 Ddiag[ £i, Pa- P] ,合理 的 系统 年 阵 
[Bp " | 
AB | 
= Ba (15) 
0i D 


TAR HEEN BED PRU JE LARR, (n. YEAH uw 958 — 
个 分 量 ai 是 正 续 型 的 ; 则 u, LIC 2; C 

Wi IMO — ! (17) 
DNE VI XECDIEE AE TU MEUSE E EO 


了 可 
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wc Qu, 


` W= Ü] 
于 是 
wj Qu = Gwa 
m — Qu, 
 SOBEED X 
w 二 Tw (18) 
其 中 
o 0 | 
T= (19 
i-a e| oo» 


从 这 个 讨论 ， 显 然 增 广 系统 的 维 数 是 用 于 处 理 激励 函数 的 微分 方 
程 的 复杂 性 的 函数 .例如 ， 一 个 状态 变量 就 足够 描述 一 个 常数 
( 阶 跃 函 数 ) 与 一 个 指数 基 数 。 为 了 描述 斜坡 函数 ， 从 下 面 的 步 时 
可 以 看 到 它 需要 两 个 状态 变量 。 设 斜坡 函数 是 
. nid RTL 
并 且 设 Yi 一 各 9 二 2 ETREZE., TÆ 
| £24 —e6,—3x 


bon 


Sil 0 l P 
MPO e 


按照 前 面 的 过 程 ， 我 们 能 建立 任何 多 项 式 输入 


或 


Hl | 
u= ġiet 
i= i 


的 状态 方程 为 形式 


了 和 = 


ui —————— ee ep pp pe Hd PT PL i HE A 
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f, 0190700 Ti 
LP zo bcc 0 X2 
| | (21) 
. 0 0. 0 0 1 ; 
Fad 0.0 ù 0 0 i 
或 
€—H,x (22) 
4.9. 结束 语 


本 章 利用 一 些 初 等 电路 作为 说 青 的 例子 ， 介 绍 了 状态 与 状态 
空间 的 概念 。 然 后 把 这 个 思想 推广 成 对 任何 抽象 系统 的 状态 的 
定义 .为 了 在 今后 的 运算 中 使 用 ,对 系统 8 定义 了 一 些 特殊 状态 ， 
例如 零 态 与 基态。 利用 这 些 定义 ， 给 出 了 线性 性 质 与 时 不 变性 的 
确切 的 定义 一 般 说 来 ,在 §4.1 308 4.6 的 材料 给 出 的 状态 与 状 
态 空间 的 基本 概念 与 思想 ， 将 用 于 今后 整个 教程 中 . 

fr8 4.7 与 84.8, 大 量 的 时 间 用 于 列 出 线性 系统 的 状态 方程 . 
我 们 发 现状 态 矢量 不 是 唯一 的 .在 这 点 上 介绍 了 一 个 系统 的 约 当 
型 ， 在 以 后 的 章节 中 要 用 矩阵 的 这 种 形式 去 证 明 一 些 关于 系统 性 
态 的 重要 定理 . | 

读者 可 能 注意 到 在 这 一 章 的 讨论 中 只 考察 了 很 少 妃 个 物理 系 
统 ， 它 们 是 最 简单 的 电路 和 一 个 简单 的 力学 系统 。 我们 有 意 这 样 
敌 ， 首 先是 因为 各 种 科目 现在 应 在 系统 分 析 的 范围 内 来 实践 。 我 
们 觉得 用 太 多 的 时 间 去 推导 复杂 的 物理 系统 的 方程 就 不 能 足够 地 
研究 初等 概念 。 在 整个 教程 中 我 们 普遍 坚持 这 个 原则 ， 用 无 具体 
物理 原型 (例如 一 个 航空 控制 系统 ) 的 简单 例子 来 说 明 概念 与 思 
起 ， 目 的 在 于 说 明 状 态 空 间 方 法 的 用 处 而 不 陆 和 人 数学 或 技术 细 世 
的 困境 之 中 . | 


. Iit- 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


参考 书目 


Brown, R. G., and I. W. Nilsson: Zntroduction to Linear System 
Analysis John wiley & Sons, Inc., New York, 1962. 

Clark, R. N.: Introduction to Automatic Control. Systems, John Wiley 
& Sons, Inc., Mew York, 1962. 

Gantmacher, F. R.: The T'heory of Matrices, vol. I, Chelsea Publishing 
Company, New York, 1959. 

Kalman, K. E.:: On the Geaerai Theory of Control Systems, Proc. 
First Pnlern. Congr. Automatte Control, Moscow, 1980, vol. 1, pp. 
481—493, 1961, Butterworth & Co. (publishers), Ltd., London. 

Kalman, R. E.: Mathematical Description of Linear Dynamic Systems, 
SIAM J. Control, 1963. | 

Newton, G. C., L. A. Gould, and J. F. Kaiser: Analytical Design of 
Linear Feedback Controls, John Wiley & Sons, Inc., New York, 
1857, 

Truxal, J. G.: 4utomatic Feedback Control System Synthesis, GCI 
-Hill Book Company, New York, 1955. 

Wylie, C. R., Jr.: Advanced Engineering Mathematics, 3d ed., 
McGraw-Hill Book Company, New York, 1356. 

Zadeh, L. &., and €. A. Desoet: Linear System Theory, MeGraw- 

Hil Book Company, New York, 1983. 


习题 


4.1. sk— rf or BL 
1 


D ircu) 
EAA. cKIE AIEO RR. TAEA? 此 系统 有 些 志 鸣 ? 
4.2. 微分 方程 | 
gz -ip Tg t= H 


dRrBu-ksin2t, 4d M 
TEH = (eos O)r(0) --2 RC —cos Dcos t 
Wndedstuxefk ES, EDDRIBX, 
4.3. REW EE 77 E 


1. ——R 
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— tit-0 
RETA ES. | 
Ld. FRAIR | 
rz 一 六 ar 
E TÉ 
"E B3 S LB ERI 


y 02 7 an OD) Hb 0) 
定义 ， 此 系统 有 唯一 的 堆 态 吗 ? EREA? 

4.85. 在 习题 4.4 中 设 ,一 0。 系 统 有 唯一 的 零 坊 码 ? EE SERE CE 
什么 ? | | 
4.6. 在 习题 4.4 hik H,— B0, RRA EEN? CAES, 
4 B8,—8,—-0EH1 | | | 

4.7。 求 习题 4.1,4.2 E 4.2 IPDEBE S, 

4.8、 求 习题 4.1,4,2 1 4.3 0 EA ERE, 

4.9. EHE 4.4 中 设 £9. SET T ds sU PY, 

4.10, Æ B,— B, 0, HRH 4.9, 

4.11, ZE 4.1 rbi GA 

apati a TOLI 


按照 定义 4.4-1 & 4.4-2, RIET RKA JA sh? 系统 E TRER 
wt | 
4.12. JB ERIEJOET EYES EAA RAER MA 
线性 的 蚂 ? l 

4.13. HE 4.2 PER EE TE SEIS EXPE NEP B AC PERS IB Y 

4.14. H 4.3 pH RAEE AL RPEN? 

4.15. WS SEIS PAA h 

OOO 

HE, HEpa)RE58Agü yE TE RRE FE, 


^ 1465 * 
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4.16. GRE E ASEEEERT FARR 


a, CH 
yit) =u” -t di 


. 给 出 ， 系 统 对 4 ERAK? 对 w EWG 
4.17. 加 $4.5 所 示 , 由 方程 (4.5~5) 所 描述 的 系统 不 是 零 志 肝 不 变 的 ， 
系统 是 鹤 输入 时 不 变 的 四 ? 
4.18. JE 4.1 中 的 系统 是 零 志 时 不 变 的 吗 ? 它 是 零 输 入 时 不 变 的 吗 ? 
4.19. 习题 4.2 中 的 系统 是 零 输 入 时 不 变 的 四 ? 它 是 零 态 时 不 变 的 吗 ? 
4.20. DERART, A 4,671 中 的 系统 是 时 不 变 的 ? 
4.21. 一 个 系统 是 由 微分 方程 
| | Gu b9--ey--dy--0 
描述 的 。 设 5 一 yx，= R a= AREER, LE y EH. W 


定 标 崔 方 程 ， 
4.22. 在 习题 4.21 中 进取 状态 变量 为 
z= ay 
z;—aydb5y 


l z; = aft byt cecy 
确定 系统 的 标准 方 种 ， 包 括 输 出 方程， 
4.23. ARA 8l 4.21 中 人 确定 的 标准 系统 的 特 在 方程 ， 和 并 与 习题 4.22 
中 确定 的 标 维 系统 的 特征 方程 比较 ， 
4.24， 对 习题 4.21 中 的 系统 配 以 任何 一 组 状态 变量 ， 但 与 习题 4.21 及 
4.22 中 的 不 同 . 试 求 所 得 系统 的 特征 方程 。 
4.25。 考 长 变 系 数 微 分 方程 
a(29-4-b(O3 t e(Dy—0 
设 2 一 4 5n ESSE. HATERA POR y 为 输出 )。 
4.26. 对 习题 4.25 中 的 系统 定 交 状态 变量 
y= akty 
v,—8G(0gy altyt Bay 
试 确定 状态 方程 。 | 
4.27. EHE 4.26 中 设 a(t) 21,50) —e(0) 501, VGORIGS ZR 
4.28. ED HE 4.26 的 结果 到 三 阶 系 统 


s jd. 


ape 和 ie 
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OFER OLET OLET OLE 
4.29.3 Hf 33 IR E E 


1 
HG) Tr 


的 系 疲 求 出 至 少 三 个 合 插 的 状态 关 量 天 示 《【 和 参看 例 4.7-1). 
30. 对 于 由 微分 方程 
(Ont DOpt2)y-p-3) puc 
所 定 交 的 系统 至 少 配 以 两 个 状态 矢量 ， 
4.31， 试 对 习题 4.30 中 状态 变 基 的 选择 作出 适 当 的 流 图， 
4.32. di u—t, FH 图 4.7-7 的 一 般 结果 到 习题 4.30 中 的 系统 。 
| 4.83. 在 图 已 4.33 中 选取 状态 变量 作为 积分 器 的 输 出 。 设 mw, 是 积分 器 
" 的 输出 ,如 图 所 指出 的 .号 
出 状 表 方程 的 标准 形式 
X —Ax- Bu 
y=Cx+Du 
图 P4.33 JF B. Hi eh f AB REZOR. Mi 
"i An Fir Fr APA ab 来 标明 访 图 . mM | 
4.34. WREED A REL BRL EE REA S E Rc nus E PU SRI 
ERATE .zs 再 作 习 题 4.33. 
4.35. XJ; E x — Ax 所 措 述 的 系统 ,本 出 它 的 该 图 ,其 中 


LI 


Va 


0 0 0]. 
A-|o 0 一 T 
0 29 0 
4.36. [ftue kb d AETLSIER 4.35 i i 换言之 ， 


ak -A RET (His 
T^" AT —diag( 0, —i9,i0] 


4.37. RRA P 4.37? 的 流 图 所 表 的 系统 。 DH BEIBIBSUTAdS TENE. V 
X eng ER. RARER A 是 简单 结构 吗 ? 试 求 它 的 特征 三 程 。 


NET iip z, 1 I/P xi | l/g T, € " 
A f | 


A A 
» 148 


Sin p i Rn im ———————r ———— ea " 
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4.98 383482; 2 (4.7-54) 所 表 的 正常 系统 及 图 4,38 中 的 流 图 ， 取 状 


栓 变 量 作 为 积分 器 的 输出 ,如 图 所 示 。 


试 或 用 方程 (4,7-54) 中 的 系数 a, 与 


三 潜 示 所 与 疡 的 表达 式 。 给 出 矩阵 记 法 的 状态 方程 。 


4.39 考察 三 角形 矩阵 ， 共 结构 为 


íi] P4.38 
1 Ü 0 Ü +a 
aF 心 Ü P.a 
二 i adj, 1 Ò 
Q: m Rl 1 . 
JA VE — fA 7E in BE 
{l ð ğ Ü * 
b, 1 0 Q = 
B=i&8, b, 1] M aa 
b. b. b, 1 wm 


bo—— 50b. b= 


i zl 


4.40 EB] PA.40 的 流 图 中 ， 


RET TERA ihg i ia ae 


输入 。 试 确定 合适 的 状态 上 方程。 它们 是 标准 形式 吗 ? 


1 lfp £, | 


EI 


T3 da nin- LE a 
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| lip T It 5 


" {d3 


4.41. RH SEA A XE ER £9 242039 8 LBS Pr RE CAE 


Hu 8-3 
lg (3 十 1 (s+ 2) 


4.42. 如 果 传 递 国 数 是 
s*4- 2 


Ha) s(a43- 13a 2) 
HfEXBA 4.41. 
4.43. WETERE 
Fu 
Ho) y Gri) 


HEHE 4.41. 
4.44. 系统 是 由 常 系数 设 分 方程 组 
afi 十 再 站 toy =u 
Qafa F bts t Cya b n bun 
描述 的 ， 定 中 状态 变量 为 xvm yu nm Yt 及 rS yi. UEBER d 
方程。 输出 舌 量 是 一 Lyi yid. 
4.45. 试 求 例 4.8-1 中 系统 的 特征 方程 设 f. 一 ,二 0, 试 求 系统 的 特征 
值 ， 在 这 个 情况 特征 值 作 休 物理 解释 ? | 
4.46. JE] P4.46 的 流 图 ,确定 状态 方程 。 


4.47 AERA 


$745T3yzcu | | 
设 % =Y 及 zi 二 站 是 状态 变量 ， 如 果 & 一 4 十 于 试 推导 增 广 系 统 方 程 。 
4.48. 如果 w=sin Qt PEIRE RI 4.47. 
4.49. IEEE Su I 5E AR 2s 7 E E POR cO i u—e "'coscut, 
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第 五 章 ”线性 微分 系统 


5.1. 引言 


在 这 一 党 我 们 研究 线性 微分 系统 的 解 和 论证 线性 微分 系统 的 
状态 空间 是 线性 空间 。 在 这 方面 RNE TRAZE NAA. 
并 把 这 些 基 函 数 和 8 4.7. 讨论 过 的 某 些 状 态 变量 胡 联 结 ， 从 考 罕 
单 输入 单 输出 系统 而 引入 解 空间 、 基 范 数 和 维 数 的 概念 。 这 样 作 
是 为 了 简化 讨论 和 复习 求解 微分 方程 组 的 古典 方法 ， 

在 §5.3 中 定义 了 一 般 微 分 系统 而 且 为 了 建立 解 的 存在 性 与 
唯一 性 介绍 了 定理 5.3-1。 然后 讨论 这 个 定理 在 判定 特殊 状态 撩 
量 上 的 作用 .在 8 5.5 讨论 线性 时 变 系统 ,然后 考察 时 不 变 线性 系 
统 并 介绍 求 它 的 封闭 形式 解 的 各 种 分 析 方 法 . 

一 般 说 来 ， 我 们 采用 的 方法 是 把 大 部 分 繁重 的 计算 留 给 数字 
计算 机 ， 事 实 上 , 计算 时 变 系 统 的 响应 唯一 有 效 方 法 是 利用 数字 
计算 机 ， 此 外 ,如 果 系统 是 高 阶 的 (三 阶 或 更 高 阶 ), 则 如 我 们 将 要 
证 实 的 ,即使 对 于 常 系数 系统 ,计算 方面 也 是 复杂 的 . 因此 我 们 的 
态度 是 介绍 系统 问题 的 分 析 方 面 而 把 计算 问题 归于 数字 或 模拟 计 
FIL. 


5.2. RÉEIB5ESEUM 


ix — fX Hed ERIT 84.7 RBERIR. BHAGSZE- 
^r ZX PE IET 5 3E 83 1 2 23 £383E FR AR iS E IRL PS ZR TR SESLERUAF. 基本 
EXER IE UU ERIPETREAE I EERS AR. Amn ES E 
作 微 分 方程 的 广 迭 的 论述 ， 而 是 把 微分 方程 及 其 解放 在 状态 空间 . 
沁 号 中 。 沈 从 古典 方法 开始 ， 再 在 以 后 各 节 中 推广 ， 在 这 一 节 只 
考察 二 中 时 不 变 的 线性 微分 方程 


ijl- 


Como oie —— E ————— naQ pe ee bL h H e PUT a a 
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ayTb6ycrey—u |—. | (1) 
用 古典 方法 解 此 方程 ， 首先 考察 齐 次 方程 

ay+byt+ey=0 | (2) 
并 且 假 设 有 形 记 | 


的 解 , 其 中 是 任意 常数 . 把 (3) 代 人 (2)， 并 谢 去 适当 的 项 ,得 到 
特征 方程 


| am!-Fbm-te—0 | (4) 
特征 方程 有 两 个 根 
mi, mY (5) 


所 以 者 入 :天 1 和 齐 次 方程 有 两 个 不 同 的 解 . 这些 解 是 

yi Ren (6) 

yo kae" | (7) 
dim, mdi 4M. KEARE RBE, ER. (2) 存 
在 两 个 线性 独立 的 解 ， 使 得 任 一 解 都 可 写成 这 两 个 解 的 线性 组 合 
LHochstadt,1963]， 例 如 设想 mim: W Yi 与 ya 是 线性 独立 的 
解 , 而 方程 (2) 的 任意 解 都 可 号 成 

y= kiyi + sys (8) 
其 中 k 与 是 任意 常数 。 由 (8) 式 表示 的 解 的 集合 是 一 个 线性 
括 量 空间 。 这 就 是 说 ,yi 5y: 是 齐 次 微分 方程 的 解 ， 这 些 解 确定 
了 一 个 集合 。 这 个 集合 在 数 乘 下 是 封闭 的 ,因为 车 Yi 是 一 个 解 ， 
显然 kiyi 也 是 一 个 解 ,正如 下 到 运算 所 表示 的 ， 
a(kiyi) tbl RY) telky d = kilafi + oy tey)=0 

狂 外 ,容易 证 明 kiy, t Raya 也 是 一 个 解 ， 因此 解 的 集合 在 加 法 下 
是 封闭 的 ， 换 宫 之 ， 解 的 集合 是 一 个 线性 空间 ， 称 为 微分 方程 的 
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y ke" | (3) 


| 


di yi 5 ya REAR, MRENA. m$ 5.5 
所 表明 的 ,此 解 空间 是 二 维 的 [Coddington 与 Levinson, 1955]. 
这 就 是 说 ， 两 个 线性 独立 解 的 存在 使 得 任何 解 都 可 筷 成 (8) 的 形 
X. 下 面 的 例子 是 有 指导 性 的 ， 

例 5.2-1 ERE mém, My 55 y, EHE (2) 的 线性 独立 解 。 为 
此 ， 考 罕 线 性 关系 | 

(SN, 6, y,—0 . (9) 

站 检查 这 个 线性 其 系 式 只 有 平凡 解 c,=*,=0 WE, Ep eo 和 e REKK 
数 ， 微 分 此 线性 关系 , 得 


tifi €, yi1— U | (10) 
JEEG CIO). 表示 两 个 未 知 数 e 和 es 的 两 个 齐 次 方程 。 此 方程 组 的 行列 
A 
OB | . E 
5 w-| META $us (11) 


(6)(7) 代 A 入 (i110 得 
' W={m c mje mitma" 
当 mém 时 它 不 为 零 , 所 以 方程 (9) 有 了 唯一 解 6c 二 cs 一 0, DEG y; foy, RR 
。 性 独立 的 。 这 个 行 到 起 古称 为 妆 斯 基 行 列 式 。 
这 里 我 们 不 去 进一步 深究 这 个 问题 ， 因 为 将 在 以 后 各 节 中 讨 
论 更 一 般 的 情况 ， 在 这 里 我 们 的 意图 是 引入 线性 解 空间 的 概念 并 
给 微分 系统 配 以 基 沙 以. 但 是 我 们 于 提出 一 点 ，%# 阶 线性 微分 方 
程 的 解 空间 是 一 个 * 维 线性 空间 .这 个 内 容 将 在 §5.5 中 详细 讨 
i. | 
E $4.7 我 们 给 出 过 方程 
NE" ay Fbyrtoey-—u (12) 
的 两 个 状态 估量 .如 那 里 所 论述 的 ,我 们 考察 过 零 输 入 响应 ( 齐 次 
解 ) 以 把 初 态 矢 量 x(t) 与 初始 条 件 连结 起 来 。 现 在 想 考 察 联系 状 
杰 变 量 的 这 两 种 选择 的 基 前 数 . 为 了 求 得 对 应 于 状态 矢量 


i53» 


B O a a 
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= R 


(如 在 方程 (4.7 -6) 所 定义 的 ) 的 基 函 数 , 我 们 利用 零 输入 响应 的 拉 ， 


氏 变 换 式 中 ， 得 到 
F(s)2-H(s)asyo- H(s)(as-- b) 
Br SE ALIAE OZ ER C E 
y (D) — ft) yo fa(D yo 
或 yQ)m fitta (9 + EOLA, (13) 
-其 中 f= [(asrb)H(D] - | (14) 
fait) T aH e) ] (15) 


"3 EESTI OM OO 如 果 是 线性 独立 的 , 它们 就 是 基 范 
A. 显然 ,如 果 这 两 个 时 间 豆 数 各 个 的 拉 氏 变换 式 是 线性 独立 的 ， 
它们 就 是 线性 独立 的 . 要 证 明 拉 氏 变 换 式 是 线性 独立 的 ， TIE 


察 线 性 关系 

RiaH(s) + ky(as--b)H(s)-—0 
d kia +k (as+b)=0 
整理 后 ,有 


| &(k;a) 十 kia + kb —0 
4 HO PRX s HFA: WHF, R 
ka = Ù kia + kab 0 
由 这 些 关系 式 得 出 , 当 a70, k p k-—0, 于 是 拉 氏 变换 式 是 线性 
, 独立 的 ,因而 推 知 六 (和 OERA. 状态 空间 是 二 维 线性 
空间 , 且 任 何 零 输 入 响应 可 写成 关系 式 (13)。 
现在 考察 对 应 于 (4.7-17) 的 状态 名 量 , 即 
à Yn LETY, 
es pord 
., HHRH. 这 个 形式 的 状态 矢量 是 以 写 出 形 如 
(D SÍTRUBRLIE FUIL E IHOE DIAS. 
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Y (s) H(s)L(ayg)s t Cayo byo)] 
HER A I Pr P EE E RA LS «s RS BOR EO EE, 


gi) m I [5H(8)] (16) 
gi(— HE] — BEEN 7Y 
i F8 E d C Pb ELSE n A WAN A | | 
y(G)— giCOays t g Kat + Dyo) 
E yi — gia Clo v gol tt) ral to) (185 


TARRA D) Pup Boi BIx I IBIE. 
F 5.2-2. .考察 微分 方程 
| g-F34-2y — 
T $8 A Uil Pr Hadr EC AE HAE 


Y(s)-— Ya E (85-- 3), 


a tL3s42 
hn 3 Hog dis A OU 


«m 
LUR T Enn | 
| sd3 


9 g- 1. e dt 
5122-2. : 


- 


TE 


fQ) = 2| 


1 E - 
a +s+ J-e ce 


干 是 零 输入 响应 是 | | 
y) 一 (g^ ito} — go fUr yt (2 ec Ur fal —g U yay (195 
š 5 —J; Aid Rd RES | 


"E 
| j-3y 
ERJ | | 
— 站 BA -ti 
BSF E &£ T-2€ 


«155-7 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory" 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


! e= | ma 
iE $88 AIR Dr 24) 
y) = (—67! 71-42 g7*07105g p (gn Uni —g 107 yy a y.) (20) 
实质 上 ,(13j 与 (18) 式 说 明了 线性 时 不 变 系统 的 零 输 入 响应 是 
线 件 型 或 线性 泛 函 .[Zadeh 与 Desoer,1963]. 这 就 是 说 , 零 输 入 
MEAZA EN £ 可 以 有 表述 式 | 


y(1)2- S[x(t5) 0] — 2 ,ari(to) (21) 
一] 


当然 这 可 更 一 般 地 由 性 质 (4.4-10) 和 (4.4-11) 所 了 确定 的 零 输 入 线 
性 性 质 定义 得 出 .换言之 , 零 输 入 聊 应 的 齐 次 性 与 可 加 性 指出 y(2) 
是 线性 型 ， 我 们 用 


S (xob) = $ Pitt, toje, (o) (22) 
i=l f 


表示 零 输 入 响应 。 其 中 函数 gult 可 以 解释 为 具有 特殊 初始 
ee IKAN e; 是 特殊 初始 系 件 “一 [0 9 … 
.…0]7 。 则 由 (23) 式 ,得 EE 
| S(e, B) — d, (0,4) | (23) 
换言之 ,在 系统 由 初 态 e FiA di 0t) EPRA WER 
统 是 时 不 变 的 , 则 它 是 零 输 入 时 不 变 的 ,因此 | 
Bud to 9u0—n) — | | (24 
换言之 , 如 果 在 时 志 # 的 零 输 入 响应 只 依赖 于 时 间 差 # 一 如 , 而 不 
依赖 于 时 间 to, 则 系统 是 零 输 入 时 不 变 的 [Zadeh 与 Desoer， 
1963]. 
现在 我 们 能 够 写 出 线性 微分 系统 的 - - 般 解 ， 线 性 系统 的 响应 
”可 由 零 输 入 响应 与 零 态 响 应 的 和 给 出 ， 开 于 单 输入 单 输出 系统 有 


y=S(xou) = S(0;u) + S(x9,0) (25) 
合并 由 (4.4-14}) 给 出 的 零 坊 员 应 与 由 iem 给 内 的 人 - ALTI] EZ ,有 
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y(£) = Y2 du bo) tlo) «f hü.E)u(E)dE — (26) 
"i ig , 


CORR % 维 时 变 线 性 系统 的 一 般 解 . 

二 组 线性 独立 的 零 输 入 响应 辕 数 dos CL (9) 称 为 线性 系统 的 
Jk. 如果 系统 是 时 变 的 , 藻 数 olit) (51,2, tn) 对 一 切 tp 
必 是 线性 独立 的 ， 数 # 称 为 系统 的 阶 数 ， 亿 是 状态 空间 的 维 数 ， 

前 面 的 讨论 是 线性 微分 方程 解 革 的 简要 腥 习 。 解 中 使 用 了 状 
太空 间 的 记号 。 在 下 节 中 将 作 更 一 般 的 讨论 , 而 不 限于 单 输入 音 
输出 系统 . 


5.5、 微 分 系统 


本 合 主 要 讨论 线性 微分 系统 。 然 而 在 这 一 忆 里 我 们 大 致 地 把 
微分 系统 分 类 , 并且 介 绍 一 个 与 以 后 讨论 有 关 的 基本 定理 。 而 且 


中 几何 上 说 明 微分 系统 的 解 或 运动 ， 
| 7594€ —Br our Jj £e 
Ti =f a 44,484, 89, * * * SE) (1) 
HEXTRE | | 
Ti i tij fi 
x = T 5. u= us p 1S fa | (2* 
| P u, fa | 
就 可 建立 方程 (1) 的 矢量 形式 .使 用 这 种 记号 ,一般 的 线性 的 以 及 
非 线 性 的 微分 系统 可 写作 
Xx—f(x,u,f) |. (3) 
方程 (3) 和 方程 (4) 
| y-—gí(x,u,t) (4) 


Gotb fis HH 27 BE — e RECAP EUR A CU FO RCUUGBSNUERL D 
4.2-1 就 是 说 有 明 这 样 的 系统 的 一 个 例子 ， 
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i — À 


暂时 我 们 只 注意 方程 (3) ,并且 不 于 证 明 给 出 关于 解 的 存在 性 
和 唯一 性 定理 [Hochstadt,1963]。 设 x(fo) =X, 是 初始 条 件 并 积 
分 方程 (3), 得 m 


xx f. i su(a) oda >to . (5) 


可 以 断言 方程 (5) 是 方程 (3) 的 唯一 解 ， 此 断言 由 下 殉 定 理 所 证 实 . 
定理 5.3-1 微分 系统 
Xx—fíx, u,£) 
对 于 xz 一 xlse 及 | 引 雯 8( 对 国定 的 ,只 要 函数 f(x ,ut) 满 是 
Lipschitz 条 件 , 必 有 如 (5) 式 给 出 的 唯一 解 . 这 就 是 说 ,如 时 存 任 
一 个 依赖 于 的 常数 六 ,对 在 区 域 |x 一 xof sca pa — E) xi xs f 
xHg lt x5 内 一 切合 得 
|  [£(xi,u, 24) —f(xs Wt) | Al xi— xil 
JF ELER c ZEE PRISE [f(x un 2) | M E GO AES Ee OD Rn — 


&. EX 
车 撤 分 系统 是 线性 的 且 有 标准 表示 式 
X—A(tx-BG)u C | (6) 
其 中 ACD 5 BO) REESE, 则 当 m v 
k=max]A (2) | | (7) 


定理 5.3-1 是 成 立 的 。 

现在 给 出 解 x( 纪 的 几何 解释 实质 上 ， 解 矢量 x (D 由 坐标 

31,252,772. 作为 时 间 的 函数 所 确定 ， 例 如 可 写作 
T= ht) ra = hs(E) ,- sh tt |... (8) 
首先 考察 n —1 的 情况 ,这 时 解 是 21 f), 这 个 方程 的 典型 此 
线 如 图 5.3-1 所 示 ， 方 程 i — hu GOXCR zi 平面 上 的 一 条 曲线 
X n= BE AES op (nis 2; O BEI PU APER BR 

zx hi) 

X3— h4(U) 


+ 15858 = 
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的 解 , 如 图 5.3-2 Fro f8 BE PB XR SEDS a. 25-77 23 i, V 
28 HE 1ZE — HE Hr 222 mH £ 202 y TEE PIPER 数 的 解 . 
我 们 称 此 结果 为 系统 的 遍 线 或 送 动 ， 一 个 系统 的 典型 轨 线 或 适 动 


对 及 二 -2 Jai], 5.3-3 a,*] n—3 如 图 5.3-35 所 示 。 TED SLE EX 

动 时 ,状态 ;空间 有 时 称 为 相 空 间 且 有 维 数 n, 在 第 六 章 的 大 部 分 

是 研究 在 相 汶 面 (二 维 相 空 间 ) 中 的 轨 线 , Bm 
BC-PMANIKO SPI, 


8 5.3-1 az jg EüShéh. E 5.3-2. 系统 的 积分 基线 ， 


图 5.3-3 相 空 间 的 里 线 或 运动 . 


现在 给 出 微分 系统 的 一 般 分 类 法 ， 并 且 建 立 一 些 记号 .方程 
43) 表 示 一 类 普 启 的 微分 系统 ,因此 取 此 方程 作为 出 发 点 ， | 


* 153 7 


* e 
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如果 因 变量 (矢量 )x 及 强制 函数 u 及 其 导数 给 予 系统 输出 有 
一 个 线性 作用 ， 则 此 系统 是 线性 的 . 我 们 要 讨论 的 线性 系统 的 一 


般 形 式 是 用 如 下 标准 方程 来 表示 的 : 
x—A(t)xB(i)u (9) 
y—C(Dx4D(t)u | (10) 


一 个 系统 如 果 自 变量 # 不 明显 地 出 现 ， 则 称 为 时 不 变 的 或 定 
当 的 ， 用 记号 表示 ,一 个 系统 兰 有 一 - 般 表 未 式 
| X—f(x,ou) :  - (11 
Wi zfEJEIESGORG. —MRE RARE A,B,C UD 与 无关， 
也 即 它们 的 元 素 都 是 常数 , 则 它 是 时 不 变 的 或 定常 的 . 


人 


EH 2 SEU M Et ER S 
一 f(x ,ty (12) 
如 果 系 统 是 线性 的 又 是 自由 的 , 则 | 
X-—A(X | (13) 


—'T BiBA Scie IST E ASER, 充其量 具有 常 强制 函数 A. M 
已 号 表示 ARRABA- BERRA 
x-—f(x) (14) 


fi 4.2-1 的 系统 有 方程 (11}) 的 形式 ， 因 此 这 个 系统 是 时 不 变 
”的 非 线 性 系统 ， 系 统 


Ži. E l Tr 
Hal —4 £z1x4—2 t | dd 


有 方程 (14) 的 形式 ， 因 此 是 非 线 性 自治 {定常 的 和 自由 的 ) 系 统 ， 


系统 
z D 1 lri 0 | i 
ge, 一 人 Vallem i od 


- 460» 
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B X-ACOx--B)u | 
是 线性 的 。 息 不 是 定 荫 的 ， F2 A CO RIJG AN E S42 "Ud 
$c 是 自由 的 , 因 B(é)uzeD, 


， 状态 的 判定 
fE 8 4.7 我 们 已 注意 到 状态 的 定义 指出 了 状态 方程 


x—F(x,;u) 

OyceS(xgu) — 
必须 是 当 >i AERE S x 及 输出 y 是 唯一 确定 的 。 定理 5.3-1 
提供 了 对 微分 系 秘 的 一 个 叭 一 性 检定 法 ， 如 果 状 态 方 程 取 方程 
(5.3-3) 或 {5.3-6) 的 形式 且 满 足 定 运 的 假设 ， 则 此 系统 的 运动 由 
(5.3-5) 式 唯 -… 地 给 出 ， 我 们 将 研究 方程 (5.3-5) 以 说 明 状 态 矢量 
x(#) 的 一 个 基本 性 质 、 这 个 性 质 岂 可 用 于 判定 一 个 特殊 笑 重 可 否 
EIREXE. 为 了 指出 x{1) 明 显 地 依赖 于 xo 及 u; 可 写 

x(£) —x(5,x,,u) (15 
ETEPLTITTTESIHEIRUDENE ILI ED E 
1 方程 (5， 3-5) 可 写作 | 


x(t) 一 xvf. ECONOMIE. f. OROIT (2) 
再 根据 方程 (5.3-5) | | 


x(r)= xf x(a uls), Ids (3) 
使 方程 (2) 化 为 | | 
x2) 7x6 + f ftxG) aG) eMe (2 
方程 44) 表 示 x (0 APAINA T Zr TEL Zadeh NO TE 
- 抽 记 号 表示 ,状态 可 分 性 表示 为 
x[i; x(t) u]= xL? ; x(r) ,u] (5Y 


« J61l* 


Pae 
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JE cp u d£ Ze ini UE PEL BE IRL EC RE] C40 £2 » T EE 8 e TE FE THRT TRE EC 
间 (r,#)， 总 之 ;开始 于 x(#0) 的 系统 的 响应 是 在 第 一 个 区 间 Cor) 
上 区 应 眼 荐 第 二 个 区 间 (r， 四 的 响应 方程 (3) 到 (5) 论 证 了 这 个 
说 法 ， | | m | 
如 福 较 高 深 的 工作 [Zadeh 与 Desoer, 1963]: MIENAS, qi 
应 的 可 分 性 是 状态 的 定义 的 一 个 推论 , :并且 进 一 步 可 证 明 任何 具 
有 状态 可 分 性 的 x[t,x(#0) ,uj 可 作为 状态 矢量 ， 联 系 它 的 方程 构 
成 状态 方程 ， 我 们 已 看 到 方程 (5.3-5) 具有 可 分 性 。 我 们 在 微分 
系统 的 研究 中 将 不 用 可 分 性 去 判别 一 个 矢量 是 否 可 作 为 状态 撩 
d. 定理 5.3-1 给 出 了 这 个 闯 题 的 答案 ， 可 分 性 引起 我 们 较 大 兴 
趣 是 由 于 它 上 联系 着 微分 系统 的 一 般 运动 ， | 


5.5. 线性 时 变 微分 系统 


在 这 一 节 里 我 们 考察 由 标 谁 状态 方程 
=A(t)xX+B(i)u (1) 
ycC()x-DQ)u  — | 2 
描述 的 线性 微分 系统 的 运动 . 我 们 把 注意 力 的 绝 大 部 分 集中 在 广 
BOLE; 因为 如 果 知道 了 运动 X5 确定 运动 y 恒 是 一 件 容 易 的 于 
MT. — | 
我 们 只 考虑 连续 系统 ， 这 就 是 说 ,我 们 假定 x n E HE 
EE ACOBI v^ A BEER P EB p 它们 都 是 HERAN. TRA 


BO ZE RRGERGURBS nx pp, 
自由 系统 ， 
SR 由 系统 | 
X —A(U)x (3) 


且 在 下 列 定理 中 给 出 它 的 运动 x(t) -x(Lo)ig— x. 
定理 5.5-1 BEAC) (5 6$ iE XE IS RUD ER 
X—A(i)x, x(lg) —Xg 
«1625 
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A UE—RESiBPE 
X(1) —Xx(E; xo) = 人 P(t ,to)xo (4) 


. Ait OG RNEER IRE 
4; 90,6) SAPE, E), US S) = (5) 


. HRE- - 
定理 5， 5-1 是 容易 证 明 的 ， ib coda 
x(t) = Plto,t 0) Xo — Xo 
然后 ,如 果 (4) 式 是 可 微分 的 i 


49. i5) Xy 


Hi (5) : 
SALEP, x, 
二 六 CFE) 
矩阵 CL to) 称 为 状态 转移 矩阵， 简称 转移 息 阵 ， 转 移 和 矩阵 
表示 把 初 态 xo BeOS x( 人 ) 的 线性 变换 。 这 就 是 说 ,从 状态 x。 
”到 状态 < 六 的 转移 是 由 线性 个子 OU, tO 确定 的 ， 为 了 证 明 在 定 
X 4.4-3 的 意义 下 自由 运动 是 线 福 的 ( 即 系统 是 零 输 入 线性 的 )， 
由 (4) 式 看 到 | l 
X(ts kxo) = kx(l xg) 


j 


X(i;x, 十 X;) —x(£E 31) 7 X(1 5X5) 
其 中 x A ox 是 任意 初 态 ， 
i Xi nu 3641 18 S D E GETA RARE AJE n R E [RT 
C [Coddington 与 Levinson, 1955]. RIEA R Aii., Wd. 
.是 0* 的 一 组 基 , 则 在 C^ 中 任何 xo 有 表达 式 


x= JOËL (6) | 
i=} 


| l63* 
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EREC, ,to) 是 线性 算 子 
9d, fo) x= Lieu, 2 


x( 7 Eal) 


i=] 


TY 


这 里 关系 式 (7) 芒 由 关系 (4) 推 出 的 .关系 CO 表明 任何 自由 运动 
x(?) 可 以 表示 为 个 零 输 入 响应 x (GL) 的 线性 组 合 。 如 果 我 们 
HE =e, e &3(5.2-23) XE LEUR XS WIE x Ce) m 6S) 是 
中 (t,to) 的 第 i 列 矢 量 ， 可 以 证 明 这 个 列 矢量 是 线性 独立 的 。 


且 容 易 证 明 中 (Ci,to) 号 非 奇 的 ,如 下 便 所 东 ， 
例 5.5-1 向 全) 的 行列 式 是 由 


| | 中 | =p] traceÀ (r)de | 
给 出 的 ， | 


为 了 证 明 (8)， 取 | 中 | 对 1 的 导数 ， 得 
da: RT du $i $n 
H= - Pz duri Gia $ $i. duri 
$. Qua Pan $a4707 ín 
$i. LR * | 
tt 
ds Bos j 7 


fis = 2: Qiri i 


k=l 


由 方程 (5》 


作 一 些 行 ARARE, 得 到 微分 方程 


ib 
ax m Alt] 


. [5d 
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(8) 


"EM 


(95 


其 通 解 为 
| 中 | = ecexp| J^ trace AG)ds | 
. HT 
[Bi = P(t) |=1 
ik (B) SR, iy. f | 
rh e£ R8 HR ECHETX E CE FILE 4, ] b GO 6 | 寺 0, 风 对 区 闻 内 一 - 切 
! A [5,5] 250, SE EHE TBEVEUE RU JE PR SH XA ER C" 的 一 
组 基 。 因 此 这 个 结果 是 & 5.2 中 的 结果 的 推广 。 | 
MEZAREN — EMEN. HE XEXUCACOD B 
X(i3) z Pf, 0 )x(É) 
X(13) — Pita, 4) x(f2) 
把 第 一 式 的 x(t) 代 人 第 二 式 ， 得 
0000s NOE (ts ) P(t xlt) 


x(t) — (i, „t1 }x (é) 
比较 以 上 两 个 关系 ， 得 出 
| 0(£,5) —9(5,5)9(5,6) — — (10) 
ACT Rb LOBRE A =i d OO AUR 
0,001) =I 
.或 
Dt t= ty (10D 
”关系 (11) 用 图 说 明 于 图 
5.5-1 B. HERE (5,2) 
把 与 时 的 状态 变换 为 大 时 的 状 
dx. Ed f 时 的 状 S BI t 
时 的 状态 是 上 由 豫 运 算 千 成 的 ， 
ME ge 8 nr f Mh b tee A 
Ej 5.5-1. RASIRI ERSTE AE. c KHARE ab 7o £1 5t Ds fE 


oet, t)—dÓ(0,, 24) 


: 165" 


* CON GBAHZEZBAN Pon  ——— MÀ 
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而 得 到 ， 
强 追 响应 
系统 
x—A(Dx-tB(t)u (12) 
的 强迫 响应 可 写成 多 种 形式 .首先 我 们 证 明 方 程 (12) 的 运动 由 
x()- e t)x(t) + | ea,oBi)wn46 AV 
给 出 ,用 直接 代入 法 容易 证 明 关系 (13) 满 是 方 程 (12)。 证 法 作为 


练 避 留 给 读者 ， 
为 了 得 到 关系 (13)， 我 们 首先 应 用 拉 格 朗 日 参数 变易 法 。 仍 
设 有 形式 为 E 
x—üiDy (145 
BAR Eh edRUgE E SRONOCOITEINASESZXITI) JBXR 
(1) CALI £RCGI2258 
-E byte £ 2Y — Ax + Bu 
应 用 方程 15) 得 
| a 
Bu 
T 
SY e Iu -— (15) 
di F 
因此 | 
Y= e| PEBE EdE (1) 
HONA B | 


x()- 60,5) [yao (f ero BODu(dé | an 
今 利 用 关系 (11) ,并 注意 到 | 


= 1655 * 
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x(19) —y(to) 
我 们 发 现 关系 (17}) 等 于 基 系 (13)， 因 为 = 
€(6,1,)€ HE, to) (E) 
请 读者 借助 上 面 的 讨论 复习 例 4.6-1。 
现在 我 们 利用 其 它 方 法 来 求 方程 (413 的 解 ， 其 中 之 一 导 序 位 
随 系统 的 定义 ， 为 此 归 的 ,把 方程 (12) 左 乘 以 尚未 定义 的 变 和 矩阵 
iO, GB IEEE RE. UR 


| y y Ax Fi" Bu | (18) 
其 中 | 
| tV 
并 有 为 了 简便 再 一 次 把 时 间 变 元 省 去 了 . 对 TIT 作 分 部 积分 
法 ， 得 | | | 


x| 一 人 JI Of (sas f WCAC xCdS 


efuatcuoBGwGMds 00 (19) 
作 一 些小 的 整理 后 ,(19) 起 化 为 | | 
WC tx CD) e Cost) (S) + [| 9 009 
Gh) AG) lxCde- f V" (5,1) B(s)u(s)ds (20) 


An d UE vil e AP 


du ， i 
Zg tt) = A Wi (21) 


(io i9) = 
则 (20) 式 化 为 | 
d^ (t, ix) xo) + 人 (s,£)B(Os)u(s)ds — (22) 


* 167 * 


Mibbs i €— dmm (Au ss RP E P 
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方程 (21) 与 (5) 之 间 的 相似 性 导致 伴随 系统 的 定义 ; 亦 即 系统 


i=—A" (t)z | (23) 
称 为 系统 
X-—AX l (24) 
的 伴随 系统 ， 为 了 与 定理 5.5-1: H— 3X, 伴随 系统 的 等 输入 运动 
i | 
z(1) 2 to)z (fs) | (25) 


. 881 JE pb (5,6) JE PF BRI BEES R EE HIS FE CAD. 
现在 我 们 建立 两 个 解 xO zOD 以 及 两 个 转移 矩阵 中 人 而) 

dne (1t, 可 ) 间 的 关系 。 我 们 汤 言 x 与 z 的 内 积 是 常数 ， Hp | 
(x, z conei (26) 
H | 
| "m (27) 
为 了 证 明 关 系 (26)， 有 
oz) bz) 十 (G2) 


- (Ax,z) T (x, — A*z) 


—(Ax,z)—(AÀx,z)—0. (28) 
为 了 证 明 关系 (27)， 首 先 注意 到 | 
yi Costo YPC, to) =I (29) 


dz XXL tH bb, Jb 
d * T 中 M 
+ 


— 4 A9 t AD) (30) 


REKAH — E, 包含 t= 在 内 , IO RRE, INVIXUR 
(27) YE. | 
从 关系 (27) 推 出 
p(t) =O Et) =Po, t) | (31) 


* 168 * 
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{31) 式 的 结果 可 以 作为 华 随 姓 的 另 一 种 定 人 六。 若 把 (3D 式 代入 方 
£&C21), fI 


. a (bt) = — A" (Oe (t,t) (32) 
实际 上 ， 此 方程 表明 伴随 系统 规定 申 对 第 二 个 变 元 的 变化 率 ， 反 
E 之 ,中 对 第 一 个 变 元 的 变化 率 由 方程 5) 确定。 由 以 上 得 出 的 结 


果 ， 得 到 关系 (13) 的 另外 形式 | | 
x() - 0,5) x C0) + f Y" Cs)B(e)u(s)ds | (9) 


=P, x(&)* (eus sBG)yuG)ds] (34) 


— (4) x) 十 f p !(s,t;)B(sD)u(s)ds | (35) 
86$ 5.5-2 考察 :6(4.7-25) 中 的 息 阵 确定 的 复 系 统 ，。 伴 随 系统 矩阵 A" 


E TII 
0 0 s 
"» 
A*—-A'-| 1 0 z 
t s 
Q 0:1 一 一 一 
k ü. 


5.6. HPR 


在 本 节 和 下 节 中 我 们 考察 定常 线性 系统 ， 并 且 介 绍 得 出 显 式 
解 的 方法 .尽管 我 们 介绍 了 得 到 转 称 矩阵 的 “计算 ”技巧 ,然而 我 们 
这 样 做 只 是 为 了 说 明和 引出 另 一 些 解 析 概 念 。 我 们 的 处 理 方法 基 
本 上 是 根据 工程 上 还 代 的 趋势 .在 假定 大 量 的 数值 计算 可 以 用 数 
字 或 模拟 计算 机 完成 的 情况 下 ; 我 们 着 重 于 问题 的 分 析 方 而 。 的 
确 ， 数 值 计 算 本 身 就 是 一 个 研究 的 领域 ， 但 我 们 不 息 涉 及 这 个 内 
GREG | 

= [G3 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


rr ————— Ó— =.. r 


矩阵 指数 式 

我 们 将 广泛 地 应 用 由 无 穷 级 数 | 
e^' 2 I+ At +e HET 
JEXuokEXRSmBMTREGN. IESUS 9) A 和 固定 的 if， 以 及 对 
固定 的 A 和 和 一切 t 是 存在 的 .此 级 数 在 住 何 有 有 限 区 间 内 一 致 收 钱 > 


对 一 切 有 限 : 绝对 收 化 [Beliman,1960]， 国 此 可 逐 项 微分 . 


tee (1) 


de^ t A (Ea XE + 人 rt 
T o 
=6" A (27 
sLDABEBUAGPE BC UR. e X | 
g^(t* 3) e Ala l (3» 


REH 电 此 关系 式 的 者 边 和 左边 的 无 穷 级 数 相等 , 便 可 得 由 . 证 时 
留 给 读者 作为 练习 。 
我 们 还 可 断言 ， 若 AB=BA WI 
p^ a Ar UBI (Ay 
这 就 是 人 说, 当 起 与 B 可 交换 时 关系 式 (4) 是 成 立 的 , 为 了 证 明 这 个 
ME RISH 


| 2 
e TBI IE(A-r BOLT At ga 


X 
ehe (re At Abe laid ME 
Ata? B?:? 
id 21 um 
mtik, ERI 
g^ BL pap (BA—AB), + 
= Fü 
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这 就 证 明了 此 断言 . 
作为 (3) 式 的 推论 ,得 出 


因此 | 
(5》 


所 以 我 们 证 明了 e^ 永远 "PPP 
5.6-1 给 出 经 常会 遇 到 的 矩阵 指数 式 的 一 些 封闭 形式 表达 式 。 留 


给 读者 去 证 明 这 些 结 果 ， 
ix D EJLA dyd ted, MARIER, N 


8 5.6-1 
d! 0 0 -e 0 
p |o di 0 > | 
0 0 9 "n 
ES 
et 0 T 0 
S MRNA e 
0 0 0 e*n 
4 J.—AZGERH,QU $8(4,7-89) A UE £929 Bc, MAH: 二 站 得 到 
E | (7? 


* a —. 


Jit — Ait LE 
el =e Oo 1 t (—2] 


»*— Po; m g mg bo Kob à dob B Boh €o&à 4 ÀoR 


自由 系统 
考察 自由 系统 


X— Ax, xfa) — Xy 
«71 
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Ah AJÉ nn WERE, 此 系统 的 自由 运动 由 

| x(1) cexpL AC — to) 1x(&) (8) 
输出， 这 就 是 说 ,定常 系统 的 转移 盾 阵 是 矩阵 指数 式 。 因 为 如 (2) 
ARRIR ERRA X ABE; fe 


L—5) 一 人 中 (一 如 )， $(0)—1 (9) 


EREM 5.5-1 所 要 求 的 。 所 以 由 表达 式 (8) 给 出 了 自由 运动 ， 
再 考察 下 列 例子， 


m oc 55 &—(JUÀos3 ^ c Fs SEQQ dE. CX oc Hedh A —L. 113 rh —R— X3 £404 r0 snas 
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T-1AT= ^: ] 
Ü Ü An 
立即 得 到 
SAR 
g,— gna (1) (1) | 


如 在 例 4.7-3 和 在 第 三 党 中 看 到 的 ， 对 角形 化 一 个 矩阵 的 计 
算 工 作 是 相当 大 的 。 即 使 计算 工作 由 数字 计算 机 来 作 也 有 许多 较 
有 效 的 方法 .在 绝 大 多 数 情 沉 ， 我 们 应 当 避 开 求 解 特征 值 的 计算 
方法 ， | 

HAREM n P 的 关系 

(PIMP)*=P-!M'P . (12) 

SL REGERE ID PER GA E ARCHDILIBIBUEEGR. BIER, mE PMP 
是 对 角形 的 , 则 得 出 | 


er “ut— p-le"p (13) 
或 
pe" M*p-^1— eM (14) 
(1i3) 式 说 明了 计算 矩阵 指数 式 的 一 个 方法 ， 但 是 它 也 涉及 到 特征 
慎 航 计算 ,如 下 例 所 示 ， j 
例 5.6-3 HA e^, Hp A Rahe 
60 0 D 
Z Q -9 
lo 80 0 
KRfblR OU A,—0; A.— —i8, Aari, PIERE AS RUE TER ARTE U Je dg 
1 Ü Q ' 
o L L 
U- V2 V2 
^ vz VE 
.»]1735* 
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因此 ,根据 关系 (14)， 


e" 0 0 
ex 一 Ul 0 e7* 0 |u* 
o 


0 e" 


| 1 0' 从 
=! cost ~—sing 


| lo sint cos 


E EELIS 
定常 (或 时 不 变 ) 系 统 
X—AXx--Bu | (15) 
(3s zb t de (5.5-13)00(5.5-33) 48:5. JR CIS Bo e Ee A 


是 矩阵 指数 式 , 即 
MEE e 10) =e*t 
为 了 明显 地 指出 转移 矩阵 仅 依 蔗 于 时 间 差 1 一 6， 记 号 

| o(I—1i1)—e^" e (16) 
是 经 常 使 用 的 .因此 为 了 得 到 强迫 定常 系统 的 解 ,表达 式 (5.5-13) 
或 (5.5-33) 是 适用 的 ,其 转移 矩阵 由 (16) 式 给 出 。 


5.7. 脉冲 响应 函数 矩阵 与 传递 范 数 矩阵 、 
考察 由 方程 44.7-24) 定 多 的 单 输 人 单 输出 系统 
Xx —A(t)x - Bit)u (1) 
y —Cit)x * (2) 
运动 x 由 表达 式 (5.5-13) 给 出 . 因此 系统 的 响应 给 出 为 
y G) - CO)xCGO | | 
=C) 9, xlt) + CO PU, HBO ud 8) 
其 中 C=[1 0 … 01. | 
比较 (3) 式 与 (5.2-26) 式 , 可 以 看 出 脉冲 嘛 应 函数 C, ET 
. 用 甜 降 方程 给 出 为 | 


. 74» 
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hi, EC P(t, EBE) | (4) 
并 且 和 根据 关系 (5.2-22) 的 结果 ,可 看 出 零 输 入 啊 应 为 


" CQ, G)x(l) — 336 us; (lo) l | (5) 
i=] 


实际 上 (4) AIHER R A A EH R SEES E h P ER ACRES 
HAER $10, HOYIZR ERE A. EIEH nx 148 FE B 1 7G 3K 
bi, bs, b, PORED 


m" ` 
zs 0 OYT pror. a. $3 £n 
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在 (11) 式 中 令 CO) ER D(0D—9 得 到 的 , 在 这 个 意义 下 (11) 式 : 
” 比 (8) 式 更 一 般 。 同 样 在 这 个 意义 下 (12) 式 比 (40) 式 更 一 般 ， 
传递 国 数 拭 阵 定 艾 为 脉冲 响应 抢 阵 的 拉 氏 变换 式 ， SEDEM 
系统 ,了 是 关系 (12) 化 为 


H,(t—r)-—Chb (1—7)B (13) 

因此 | l 
m H, (8) = Z[H,()]-CZ[9(1)]B | 

— C$ (s)B (14* 


上 而 的 讨论 推广 了 在 § 4.6 和 各 5.2 中 讨论 过 的 传递 函数 与 
Bk PEEL PER BERE. $24 1:646 HL Fo XB ER IB ooo eR BOR RR EOS 
应 用 ， 为 此 目的 ， 取 定 常 系统 — 
支 一 Ax + Bu 

HEREA. AS 

sx{8}— x(0  Ax(2) -Bu(a) 

(8I—AÀ)x(2) —x(0) + Bu(s) (157 

x(s) 一 (sE 一 A)~Ix(0) 上 (sI 一 人 A)-IBufs) 

à C13) HE (ST — A) -xf0) 是 零 输 入 响应 而 ( 红 一 A) Bue) E 


Spe. HE 

(s)-(sL—A) (16) 
及 m a 

H.(s) —(sI—A)-!B | (17) 


d V BUE BUDE RA (e EUR CREDE DU I JR. 
$4 5.7-1 考察 由 流 图 5. 7-1 描述 的 系统 . 如 图 所 示 以 asc n 为 状态 : 
变 旦 ,此 系统 的 方 释 为 


eHe apg w 
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(I9) 
Bi 5.7-1 (5 5.7-1 89/8 BB. 
Tic 88 25 £152, AP 1A SEEK iH ABE PIE 
A Te | (20> 
一 TY $7 032 Ó 
Ht., HAG 3.3-4 EHNk, A 
"EC 
H.G)— GI-AY! A (21) 
行列 式 | | 
; E LA] —5* — (a, tan hst 0,60: — 0305: 
是 矩阵 入 的 特征 多 项 式 。 换 二 之, 此 行列 式 表示 系统 的 特征 方程 . 
易 知 MM | 
| #—a;; diz 
Ys3I— A)" =i (22) 
l | LT 87-4. 
2 DIL PEXEER SUBE HG) 和 元 此 
xs) | Qo 87 03s 
ao WATEA] 
| ACE, m fü ig 
ws) Mara) ^ isE— A| 
xis) a ET da: (23) 
ws) — hails) = jal- A | : 
x08) — — &— i 
MEO hsls) — Jal- Al 
u J77 = 
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(23) 式 指出 计算 AIA B9 558 — fbr iE. GAE Au dE oxi 5S ula) 
HARRAN., — REL h, (8) 是 从 第 了 个 输入 到 第 i 个 状 坊 变量 的 传递 尊 数 . 
所 以 利用 流 图 技术 ( 梅 进 方法 ,参看 附录 匡 ) ,可 写 出 


iia. 
poal 
FÉ | A ii 


WE iFAR 
| A sq us Gi Aa — SRE ER Li 
i & É & 
ATR uH | 
LIH; 
TA £0 NE. ) 
A ) i 8 A . E 


对 于 kas 可 写 出 


其 它 项 也 容易 算出 ， 脉 冲 响应 函数 矩阵 HH, (8) 的 元 素 可 由 取 逆 拉 氏 变换 式 得 
žl, | | | | 
表达 式 (21) 指 出 的 求 He(s) 的 方法 ， 当 系统 的 附 数 大 于 3 时 


移 抵 阵 及 其 一 些 性 质 ， 这 些 基 本 思想 和 概念 是 充分 的 基础 ， 使 得 
我 们 能 进行 多 详细 的 研究 ， 例 如 在 下 一 章 中 我 们 详细 地 研究 微分 
系统 的 适 动 。 贿 之 我 们 简略 地 讨论 非 线性 微分 系统 的 运动 。 


参考 书目 


Bellhlman, R.: Iuiroduction fo Matrix Anailysis, McGraw-Hill Book 
Company, New York, 1560, 

Coddington, E. A., and N. Levinson: Theory of Ordinary Differen- 
Gal Equations, McGraw-Hill Book Company, New York, 1855, 
Hochstadt, H.: Differential Equations; A Modern Approach, Holt, 

Rinehart and Winston, Inc., New York, 1963, 
Zadeh, L, A., and C, A. Desoer: Linear Sysiem "Theory, McGraw- 
Hil Book Company, Mew York, 1963, 


习题 
5.1. ok 05 22 2; f 


| p+7%+12y=0, 2 
物 两 个 解 . | 
5.2. 在 习题 5.1 5p, Resy 及 rx: 二 了 十 状态 变量 。 结 合 状 态 变 量 的 


5.3. 驻 证 15.2-8) 式 中 解 的 线性 组 合 是 方程 (5.2-2) 的 解 . XX E AE EX 
间 在 吉 潜 下 是 封闭 的 吗 ? 
5d. ARRA R 


B aq by ey —0 

BARREN Ay Ey, 系统 是 齐 次 的 吗 ? FARRERES? 

| | a+ by) ey 0 
Ji ” 5.58. 验证 习题 5.1 中 的 两 个 解 是 线性 独立 的 ， 
5.6. 考察 n 阶 线性 微分 方程 
a, S E pa, T Ae ay 0 | 
ib ty 和 一， 等 等 ， 对 状态 变量 的 这 个 选 法 ， 求 有 关 基 函数 的 拉 夺 变换 
E 
. 179» 


"m ,re i rr -— 
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5.7. 对 状态 变量 的 另 一 选 法 重 做 习题 5.6， 


5.8, 下 列 系 统 
&x--31xr-—wu 
是 线性 的 吗 ? 系统 是 时 不 变 的 吗 ? 它 是 齐 次 的 吗 ? ERARA? 
(5.9. 系统 | 
£--31r—u 
EB AS RUE ODRE 它 是 自治 的 吗 ? 
5.10. 系统 
($) eo—0 
a H m 
5.11. Æ 
£-d-ar—tu 
B3 Ri, 此 系统 有 状态 可 分 性 吗 ? [参看 关系 式 (5. 4—5)] 
5.12. KË 


sostra f" Ja(e)da — 
有 状态 可 分 性 吗 ? 
5.18. 设 ai =y Roxy 是 状态 变量 并 考 复 习题 5.1 中 的 系统 . 有 
其 状态 变量 的 寺 个 选 法 写 出 矢量 柚 分 方程 。 利 用 习题 5.2 中 已 求 得 的 基本 
5.14. 9338 PAIRE 
| cos(4,—£) 0  -sin(t —iü) 
P(—ii)— D 1 | D 
sinCá — i) 0 cos(t, —4) 1 
a 5-10) Bt aX, 
. 习题 5.14 rni ABE AE EE FEBR EAS, 利用 关系 式 (5. 5-10) Ei iti 
"^" kt Pp T 3E S6 B R3 1 
5.16. 习题 5.14 中 的 转移 矩阵 是 矩阵 指数 式 。 Ims, XDXTOE NUS 
HA, 
(1, f) meh rm 
从 习题 5.14， 中 的 行列 式 为 1 这 是 显然 的 。 关 于 traceA 能 得 出 什么 结论 ? 


. i80 
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CX B5.5-1.). 
5.17. WIE (e^) —e^* 
5.18. i HI2] 88 5.17 的 结果 试 证 如 困 A FAT — 0, M e^ ZEE E IE ZSRE 


5.19. 利用 两 个 无 守 级 数 的 相等 验证 : 共 系 式 (65.6-3)。- 
5.20. MAG. 6-4) 5X n Ae AI HEX 3E (5. 6-3), 


5.21. 如 果 H, EXA no n Ap 


0 1 60 ü- 
7 0 ü i t 
H= 
I 
0- 
JA UE 

t n=l 

ll f 1 


ap  .  (a—1)! 
ga! 一 ğ 1 i & $ B 中 


m H b HH B4 5o HN ZSENEELISILMLIE 


Ó 0 Ü ds 1 | 
5.22. 利用 习题 5.21 的 结果 及 (5.6-4) 式 试 证 表达 式 (5,6-7). 
5,.23。 求 由 表达 式 (5.6-7) 定 义 的 e? 的 行列 式 。 求 


f eras 
前 行列 式 ，。 


5.24. PHA 5.5-1 HARRA 5.6-3 中 矩阵 指数 式 的 行列 式 ， 
E 5,25. cR e*' 的 拉 氏 变换 式 ， 
5.26. 试 证 系统 支 一 和 (交工 的 转移 矩阵 由 


(bt 一 exp | 二 (AGEA 


给 出 当 且 只 当 AQ) 与 | A(1)927 是 可 交 钨 的 ， 


5.27. Bx] S.26. MEAR AOLE KER, 则 入 全 与 它 的 积分 
ETIE. M AGER MERE AO G CHRD ETZ R 
5.28， 求 例 5,6-1 中 定义 的 e WARBER. 


v | - 181 。 
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5.29. RrüE AIR. 5-13) Hi Rd T o 9E. 
5.80. LUE 36255X(5.5-13)3J x 及 和 二 者 是 线性 的 。 


5.31. FERRO HR 
C=AC+CB — CD-C 


的 解 ,其 中 A 与 怠 都 是 常数 拭 阵 . DIE EBAn CAZ HR. 1 
5.32. HAERERE R 
Tae isl 


5.33. 用 系统 的 对 角形 化 求解 习题 5.32 中 的 微分 未 统 ， 
5.34. RAR 
ert ds 
的 转 称 矩阵 ， 


. 5.85. 习题 5.34 中 的 系统 的 伴随 系统 是 什么 系统 ? 求 伴 随 系统 的 转移 
和 矩阵， 对 习题 5.34 的 系统 及 其 伴随 系统 验证 (5.5-26) 及 (5,5-27) 成 立 。 
5.36. HIN 5.7-1 中 提出 的 方 著 ， 求 由 流 图 表 出 的 系统 的 转移 矩阵 、 


Joke Gn P5.36 所 示 


PR P.5.36 


5.97. zR 2j BE 5.36 中 系统 的 传道 函数 后 阵 . 
5.88. 318] 5.36 中 的 系统 是 纯 动 态 系统 码 ? 换言之 ， 直 传输 矩阵 也是 
qui 


(1 182* 
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拉 氏 变换 式 定义 为 D 


拉 氏 变换 简 表 


fUfQOJjsF(G» f feae 


fin 


"MESS 
dt 


dg 
di 


frin 


éct—a) ikipe) 
1t- a) ( 8&8 fir Ep EX UR Wo 


t 


"(n= i, 1l. 3, = 


4; C. R. Wylie, Jet.,  Adranced Engineering Mathematics, 


LEUH, 


aFi{ej— f (07) 


d fio 


z - tl oa 
ERR LU T 


1 1 lb. 
IF) + fa 


Fs) | EFI. 


3d ed.. 


McGraw-Hill Hook Company, New York, 1068, 
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HRI 方 框图 与 信 流 图 


1.1. JEE | 
如 § 1.2 所 指出 的 ,系统 的 输入 输出 观念 基本 上 是 与 因果 律 相 
联系 的 ， 通 常 输 入 变量 相当 于 原因 ,而 输出 变量 相当 于 效果 ， 这 


个 情况 可 用 符号 表示 为 图 
TO mu MEO II -1 FERAE uR 


(OE ES 系统 或 元 件 的 方 框图 . 恋 量 ， 第 头 简 明 地 指出 太 
输入 到 输出 的 革 向 流动 ， 方 框 表 示 一 个 元 件 或 一 个 系统 ， TUS 
一 个 抽象 的 符 号 它 表示 元 件 的 函数 或 系统 。 用 符号 表示 ,写成 
| | y(t) = S (u) 

指明 输出 y 依赖 于 系统 S 及 输入 u, 

在 一 些 情 况 , 当 刁 通 过 函数 关系 给 定时 ,我 们 可 用 一 个 显 函 数 
RBS BiA 

y—S(u)-—u* 

换言之 ,此 系统 是 一 个 平方 装置 (图 芷 -2a) ,而 图 IL-2 » 中 的 系统 


y= fud 
(a) | (b) 


图 i-2. Jii IT. 
像 以 前 所 说 的 ,一 个 系统 是 元 件 (或 子 系统 ) 的 结 舍 . 对 应 于 
每 一 个 元 件 或 子 系统 的 是 一 个 关联 的 运算 S 如 图 .I -3 a 所 示 . 
对 应 于 每 一 个 元 件 指定 关联 的 下 标 i 于 每 一 个 输入 与 输出 变量 ， 


(1846 
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£d 


Ly FHT ELLE RV; 6g! 4dt 
"E 
Ei 


tam 


jb ECT BRI HIARROIXEAER— XR. dEBHNE-35 p RE 
XE yi 一 wa 及 yem us HAIE 81,82 与 5, 是 受 串 联 约束 的 。 在 
这 个 情况 ,系统 表 成 下 列 数学 模 刚 ， | | 

yi Sui], Y=% yil. ya= Sal ya] 
353; 8 EB LEE TE -3. 5 中 的 系统 可 以 表 成 单个 方 框 ,如 图 工 -3 e. 
这 叶 符 导 人 被 用 来 表示 这 个 系统 ， 


图 I[-3. 三 个 元 件 或 子 系统 申 联 战 执 个 系统 。 
两 个 元 御 可 以 受 同 一 镁 入 约 束 ,如 图 工 -4 a。 数学 上 ;过 个 约 


ONERE X 


uju, Ha = H 


及 


yi Sa [n], ya— Ba 9 ] 
受 如 图 工 -4 & 约束 的 两 个 匹 证 $15 Su 称 为 对 输入 是 并 了 详 的 ， 


E] L-4. Mintan, 
图 -4 五 中 的 卫 表 示 一 个 却 法 器 ;输出 yy 是 输 人 人 与 ys 的 


^155-* 
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和 , Bp 
y-—yic Na 

iE 5 53 f 9S TE B 339 05 T 8 ULDRE IE E RAR. 

D.2. 信 流 图 

” 们 流 图 的 基本 性 质 可 从 方 框图 符号 体系 推出 。 我 们 较 喜 用 如 
E- 所 杀 的 更 简单 的 记号 ， 这 里 限于 表示 线性 系统 。 如 将 要 
看 到 的 ,只 需要 两 个 图 示 元 件 ; 结 点 用 以 标志 变 量 , 有 向 支 路 用 以 
标志 两 个 变量 之 间 的 因果 关系 .所 以 结 点 只 是 支 路 的 端点 。 为 要 
说 明 这 种 想法 ,考察 关系 式 | 

Y= kyi ( 1-1} 

其 中 & 是 一 个 任意 常数 ,被 认为 是 支 路 增益 ， 为 了 作出 这 个 关系 式 
的 流 图 , 许 先 需要 选取 变量 如果 认为 是 原因 而 ERE, 合 
适 的 信 流 图 如 图 卫 ~5 a 所 示 . 如 图 所 示 把 结 点 配 上 变量 yis ys 
两 个 结 点 的 联 线 就 是 有 向 支 路 ， 箭头 指示 从 输入 到 输出 或 从 原因 
到 效果 的 方向 。 有 向 支 路 的 增益 k ESERE ERA 记 
号 习惯 上 称 为 从 结 点 y 到 结 点 yz 的 增益 . 一般, 一 个 系统 将 


(e) 

图 I-s. 信 流 图 的 例子 . 
用 许多 变量 来 描述 ， 在 此 情况 ,将 认为 第 i 个 输出 变 盘 y; 与 第 
.了 个 输入 变量 .y; 具有 关联 增益 sj ,如 图 下 -5 2 所 示 ， 第 一 个 下 标 


+ 186 。 
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i 指 输 出 ,而 第 二 个 下 标 7 指 输 入 ， 
通常 ,一 个 变量 ,比如 ys 是 两 个 变量 的 和 ,其 数学 表示 式 为 
| ys 一 Gai Y1 + Csaya | | (H-2) 
这 个 关系 的 符号 表示 如 图 下 -5 ce。 这 个 想法 很 容易 推广 到 关系 式 
Ym =p GasYyack *** uas 《 开 -3) 
方程 (EI -22& CIL -32 ,我 们 注意 到 结 点 是 用 作 相 加 装置 . XO E XE 
说 , 当 几 个 分 支 会 于 一 个 结 点 ,在 结 点 的 变量 是 个 别 信 号 (apy 让 到 
x V E ER IF fU. | | 
两 个 信号 可 从 一 个 结 点 流出 而 止 于 两 个 其 它 结 点 ， 如 图 正 - 
6a 所 示 、 在 此 情况 结 虚 方 程 写成 | 
y2— 851Y1 
| Na Og: 
其 次 s dr Ar 26 EE ZEE ER DL ,如 图 了 62 有 印 示 , 则 有 
Ya su Yi C 
| Ya— asy? 
这 些 方 程 可 联结 成 等 价 表 达 式 
| 4377 8218:2)1 
Hi — ^ 3x F& RELA EI Far 
"PT ;各 图 了 -6c 所 my 
5 示 。 这 个 图 的 数学 表示 是 加 
Y2 Aaya + C21 下 
其 中 en 是 自身 封闭 支 踏 (5) 
的 增益 。 | m " 
在 一 般 系统 h, 元件 “6 O 
的 一 个 复杂 联结 可 按 各 种 | 
方法 互相 作用 。 利 用 上 面 — 图 m-e. 信 流 图 的 例子 . 
”的 符号 体系 一 般 就 能 够 表 出 复杂 系统 . SEATI- TILA X PR 
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与 几 个 结 点 联结 的 附加 定义 ， 
、 ”与 系统 输入 关联 的 变量 的 结 点 称 为 源 结 点 ， 通 常 记 作 wr1 us, 
…; 没 有 信号 流入 源 结 点 . | 

EXC» BEI ES B4 ARANEA, ETSI 


| ,… ;没有 信号 从 洞 结 点 流 

B | 润 结 点 "B. 系统 中 的 任 一 其 它 结 
源 结 点 PA : 点 可 以 当 作 洞 结 点 对 待 ， 

只 要 附加 一 条 说 谷 为 1 的 

图 本 -7。 具有 商 个 源 持 点 及 | d Bg d. Sim HET 


— Aid rt Boi a ERR. E 
| 半点 ,如 立正 -7 Bp. 


在 一 个 互 连 元 件 的 系统 中 , 定 尽 一 条 道路 为 任意 一 圳 连结 的 
支 路 ,它们 的 箭头 是 单 向 的 。 两 个 结 点 之 间 的 正 向 道路 是 任 一 道 
路 , 放 着 它 表 进 , 设 有 一 个 结扎 会 遇 上 超过 一 次 .两 个 结 点 之 癌 可 
能 不 止 一 条 正 向 道路 .在 图 也-7 所 表 的 系统 中 认为 有 两 条 正 向 
道路 ,一 条 从 ui 到 yi 再 到 ya, 另 一 条 从 wz Sys 再 到 yo. AEE - 
向 道路 是 一 捉 结 点 电 联 而 成 的 ,而 道路 从 始 结 点 到 终结 点 的 增益 
基 沿 正 向 道路 所 遇 到 的 一 切 支 路 增益 的 乘积 .考察 下 列 例子 , 它 
有 了 两 条 正 向 道路 ,而 两 考 的 始 结 点 与 终结 点 都 是 相同 的 . 
例 i-i. 从 下 面 的 数学 柜 卉 
Yi = b, 
Ni— nM 
Na7 G4 yi Os Ys 
， Y Y 
我 们 兹 作出 流 图 如 图 卫 -8 Bp. CECÉDPUAECETGDH RM. CIRA A u HE 
XAU FERA ye AE ENERE 本 全 说 流动 , 许 且 求 得 它 对 应 的 
PHE T | | 
G, =b n, 
33 — Ail Bes ny yyy 流动 ,并 且 求 得 对 应 的 增益 是 


G= buddy, 
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另 一 必须 考察 的 特殊 道路 是 回路 .回路 是 一 个 道路 ， 它 开始 


点 终止 在 辣 一 结 点 上 ,并且 
过 其 它 结 点 不 超过 一 次 。 
aN /a 一 个 简单 例子 如 图 -6c 所 
和 a. 回路 增 雍 是 沿 回 路 所 直 
- E E-a AE 中 的 数学 模型 能 流 情 ， £dd — x mIiISaERH. 
”这 些 概 念 在 下 而 例子 中 说 明之 ， | | 
Bn. -Xztulb-9a WHE, EQ) HE RES AES E 
y= —y#s ty | 
a= Hy 
Ys = Hy 


图 工 -8 及 c 是 等 价 的 信 流 图 。 联 系 到 图 瑟 -98 到 c, 我 们 就 得 到 等 价 关 系 。  - 


因此 从 图 工 -9e 得 到 
Yi 二 
ys = ny: CII-4 
YT y: 
MW ECT yy. 的 附 加 支 路 是 包 
HEAR., 因而 系 弹 的 输出 是 与 
洞 绪 aR. MRNA 1 9$, Hi *» i 


- . w Yi 
到 系统 的 输出 y 的 1E PHE RYH ~ 
蔓 是 = 
i dr — 4H 本 
Mey: 出 发 终止 于 y, fo noB eas EE wer REEL 
是 Ag 7 — HE, TE. 
dnH M. EC- 中 消去 y 与 (c) 
ya Niili y, 可 只 用 输入 变量 图 焉 -9. ML- p GET ES 
u GH, 得 E558 OF S lA. | 
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--- 


H, 要 = . 
= Ea (H-5) 


现在 考察 更 一 般 的 系统 ; 即 一 个 A p 个 输入 He Ht Urs Ui, 

yu 及 如 个 输电 变量 yis yos ;Ys 的 系统 ; mE TT- 10 Pm. 
dn. HR Bo — E088 Ae A ob 上 点 而 一 场 输出 变量 
作为 洞 结 点 . 


—A x MR ER 


图 r1. p 个 输入 与 m ^fi mma. 


就 此 而 言 ,对 每 一 个 输出 结 点 或 不 是 源 结 点 的 任 一 结 点 ,可 写 
出 下 列 结 点 方程 
yi— tayi t Gia 十 (dis Yn buta tbig n + blipws 
yi O3 yi Gaya b tt b su ys TF Brt t barua t +h uua, 
Xm = Amy ma tt Gu y TOn t Omit it t Onpa 
| | (H-6) 
JB d a 是 从 第 J 个 非 源 名 ij 点 到 第 i 个 非 滨 结 点 的 支 路 增益 ， 增 
H bu 是 从 第 7 个 源 绩 点 到 第 i 个 非 源 结 点 的 支 路 增益 . 某 些 增益 
项 可 以 是 雪 ,此 时 流 图 中 对 应 的 支 路 不 出 现 。 每 一 个 输出 变量 
被 认为 是 因 变 量 ( 效 果 ) , 逢 每 一 个 输入 变量 4 被 认为 是 自 a 
(ORIS); 方程 (I -6) 称 为 线性 方程 组 的 结 虚 形式 ， 各 下 二 重子 所 
说 的 ,任何 线性 方程 组 能 够 写成 结 点 形式 ， 
H II-3. -—XFEII-11e 中 的 电路 ;, 共 中 u, 二 如 分 别 对 应 于 电源 的 由 
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hie yi |y 对 应 于 电流 。 会 理 的 电路 方程 是 
CF 二 EY, + =u 


Zayi E Ziyiu, ( IL- 7) 
N 电路 方程 刀 可 写成 
m M is 1 
Y go NETZE. 
12 ] 
n= Y ZELUM ( 工 -9) 
I; 
Y= anya b buts 
ys as yit best. a » 
Xe | 
ME? "E 
Gig 一 Z Eg, EE EL 
S E l b 1 
a di ZZ. 
对 应 于 方程 CID-9) Hagani, pkGEBSUZDAJER OL-8) 不 是 只 一 
的 。 因 为 方程 ( 工 -7) 也 可 以 写成 下 列 方程 
p 1 
Mi g," tg 
T (I-10) 
或 . | o —y—u-ystuw 
yim anyi Hay t Puit 
"" 4a — anyi taya T Pita 
m Ha 73 FR CIE 100 P DE EI 2 He] TE -1 1e, 


例 I -3 说 本 了 一 个 给 定 的 线性 方程 组 可 以 表示 为 各 种 等 价 
流 图 .这 意味 着 任 一 流 图 可 以 化 为 或 改变 成 男 一 等 价 形式 . SER 
化 简 的 对 应 物 就 是 方程 的 代数 处 理 ， 茶 些 浪 图 可 以 处 理 得 较 其 它 
等 价 沪 图 更 简单 些 ， 如 果 用 正常 的 简化 手续 能 求 得 一 个 简单 的 等 
价 形式 ， 则 输出 变量 依赖 于 输入 变量 的 显 式 表示 由 观察 就 能 写 出 
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图 3. M tol 8E GRADUS DER 图 工 -12、 其 个 等 价 流 图 的 皇子 ， 
x. feodis 至 消去 一 些 变 量 ， 如 图 工 -12 所 示 . 两 条 支 路 是 串 
联 的 ,变量 y; 可 以 宵 去 ,两 条 支 路 可 以 用 一 条 支 路 来 代 避 ,其 增 枉 


"a Yi 
bus 2 03: (a) 
H: Hs 
i b e" 十 Gud PE. 
" IL ^ 41 E rA 
(b) 
bi: 
LIT i 


" bns Cas 十 Bu) Ly 


$ G pataa 于 31 Fiar) 


(c) 


Ej 正 - 13. TztPH mt. 


为 anba. — 观察 图 正 -t3 
立即 推出 
| Ya adr 
下 面 的 例子 要 说 明 一 个 更 
复兴 的 回 题 ， 

£4 I-i. E -iia 中 


Ag SEES UEERDUEL PAR EE EE A 


RI A dB AE HL. REED y, 
Piki Te Eu, IBI 
y. & BI SE rU 图 正 -138。 其 
次 ， 消 去 结 点 多 与 因 得 到 等 
MARL- dE, W 
流 图 正 -13 ce， 5H 


N47 b aaa! Oar sida. du basal ds LT 831041 lus 


[.3. BAWAK 


在 鲍 I 工 -4 中 已 说 到 简化 流 图 的 方法 。 与 其 推广 这 些 方法 不 如 


æ i52 B 
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mn EI HRSG, ari oH RTGEGKEDUD. HobbrT-. 
A -— B RHES A EA AE s DE EET 8 £6 38 RC CT LH AREAN 
E STEM. MEE PM E 
个 输出 的 系统 。 这 个 思想 可 直接 推广 到 多 输入 多 答 出 系 绕 ， 
| 梅 逊 公式 给 出 源 结 点 « 与 洞 结 点 Zr B SE 2E a CEVT BI 
支 路 增益 的 显 式 表达 式 ， 即 
y-Gu | (1-711) 
其 中 | 
-AEGA E = (22 


量 A 称 为 流 图 行列 式 , 量 A 称 为 道路 因子 ,而 量 ;是 道路 增益 ， 

诸 量 可 计算 如 下 ， 

A 二 1 一 所 有 单个 回路 增益 的 和 土 两 个 不 接 妥 天 路 所 有 可 能 
组 侣 的 增益 滋 积 的 各 一 三 个 不 接触 回路 所 省 可 能 组 
合 的 增益 乘积 的 和 十 … 四 个 .… 一 …. RA E 


Am1-— 2G Pit 2 rm > 2 Brr 


Epp. mr 个 不 接触 回路 的 第 i 个 可 能 组 合 的 增益 乘积 ， 
X | 
As=: 不 接触 第 性 个 正 向 道路 的 部 分 旋 团 的 4 值 ， 即 考察 不 接 
触 第 关 个 正 向 道路 的 一 切 回 路 . 
GG 二 第 个 正 向 道路 的 增益 . 
一 正 向 道路 的 个 数 ， 
术语 接 冲 顾 路 是 指 至 少 有 一 个 公共 结 虚 的 回路 . 


i 


QD iraz g L. A. Zadeh and. C. A. Desoet, Linear System 
Theory, P. 462, Mc Graw-Hill Book. Company, New York, 1963, 


i93 * 


» e" 
i ————— en me tt 
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dE GR Ef EMAU ast ,Wp, 对 二 任何 多 个 可 能 的 输出 ， 
其 输出 表达 式 是 uos 有 | 
“ y =G u tO u t t+ Gy, 
其 中 各 个 增益 G: 由 公式 (I-12) 计算 .对 应 的 正 向 道路 从 源 结 点 4 
出 发 终止 于 润 结 点 YY 。 要 注意 到 A 只 依赖 于 回路 增益 。 


下 一 看 来 ， 棒 逊 公 式 可 能 显得 较 复杂 ， 玖 而 略 经 实践 就 不 会 
觉得 有 困难 了 ， 唯 一 的 最 大 危险 是 对 回路 或 正 向 道路 的 忽 赂 ， 在 
较 复 杂 的 系统 中 这 是 经 常 容易 弄 含 糊 的 ， 读 者 通过 下 列 例子 的 研 
究 可 以 有 所 体会 ， | | | 
[i n-s. #80 Iii 中 的 系统 。 看 出 这 个 系统 有 一 -条 正 向 道路 及 
一 个 回 牙 。 利 用 梅 型 会 式 可 写 | | M" 


mmn PE 


ull) , H, 
Ya l— aiz : 了 十 五; 万， 


EBAI- 的 结果 是 一 致 的 。 


nebent y F 
Ajg 
(a) | (b) 


图 L-a. AT- 中 系统 的 流 图 及 方 框图 ， 


(i XI-6. SREI- 中 的 系统 。 它 有 了 两 条 正 向 道路 及 两 个 回路 ， 
Jod PE BEES. 因为 它们 有 一 个 公共 车 点 ys。 观察 就 疼 可 求 出 下 到 


f 
A-—1—20,.0,;— 0: 
G, 6165845 
Ga = b, 0s aa 
A= ]— au 
a 134 * 
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A,—1 


hs 
EE 
G= fasta P I — Aist + tastsstuDbil 
L— Hd 0554 | 
k 


Ya Gu, 


. (a) | | (b) 
Bl I-is. £fBP|I-6 zq-7imB. 


A 1-7. EIL -155 中 的 系统 , 在 ww y, zin E IERTIDTRAN P. R 
HARR EAER 5 — p In, He HP PL Te P RR A a S5 dH 
A-—1--8,,—3:,:0);— 0110: F O Graas 
Cbg — | 
| (1; — b, 0:04 
|. Ài-1—a,—8484 


A 1—a, 


- g= PUPR G 1 — 1 一 和 :站 -- G4:0,5, (lo) 
1—6::— dnd dr dr Cua Gas 


9i m-5. 从 流 图 到 方 枢 图 的 转换 是 容易 做 到 的 。 IDEPORIAUA, PUE 
正 向 道路 与 同 路 需 要 认 请 , 这 是 容易 从 方 框图 的 检查 中 完成 的 ， 在 这 个 例子 


中 ,系统 是 由 图 卫 -16 的 方 框图 珍 出 的 。 此 系统 有 两 个 输入 us Is, Rd 


日 的 是 要 求 了 依赖 于 全 与 ws 的 表达 式 ， 这 个 系统 有 两 个 回路 , 它们 是 接触 
的 ,并 且 对 每 一 个 输入 变量 有 一 条 正 回 道路 ， 输 出 变量 y 可 求 得 为 
.4—G'u,-rT Gu, 
其 中 
. 195° 
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HH HH, 


EM 
G CAEHSGNHQH,A-HLHLH, 
E 
(rris 
' 1 十 H HH, H+ HH 


注意 每 一 个 增益 名 与 和 有 同样 行列 式 A, 


| 
HD -ie JGBUNPBTBABSEKUUGAGEB. 
Bi I-0. HERAA RIBMO RUDTUM. XHERCRIJERMOIRUR, 


Om NU Ou 


Gi NV ius HS 


它 可 改写 成 下 列 形式 
F; 0088 1 
y= d y: PUR 
sl I 
Y: y= FT yit Cat t 


对 应 的 流 图 在 图 下 -17 rh, y 5 
Æ OH-17. 例 工 -9 中 线性 方程 的 流 图 ，。 y, 的 显 式 表示 可 求 得 大 


MET G'g 


|l —— — à P: 1 
Gi Oi) Orra]. C aa 22 CE as UC n 1 


— ffp: . FERI 
uid t 
Qi 'Uag Ta Ar 77 6E iori 


Ys = 


d NN m | | E 
II.1. fti 户 开 ,1 中方 框图 的 流 效 ,并 求 从 RONCO. 


€" JJ « 
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| E PII HEL MA ia. 
11.2. HE PI.2 Hiel y fCER Tow Ter EIGNET, u ily 
HERIR t. | 


(d) (e) 


; 
(c) 
m rI.. 习题 工 .3 的 流 图 。 


v I9; 
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][.3. HH PID.3. 中 每 一 个 流 图 ， Ry Sy RRF u u EA 
Ex PA H ii 
1.4. HIMDB 25e HE PELP TL 4. HEt iii HCT T EIS 的 显 
OX. 作出 流 图 。 
| 1.5. WERE PI. 5. MEDII TERIS. E ME 
ox. ERE 
五 .6， MERHER tya 0E 


t+yt+t=3 
tiy- z= 
2x—2yT2—1 


图 PIa. 习题 本 .4 hak 


H PIT.5. 习题 开 .5 的 中 路。 


. 答案 : r—i1,4—1.z—1. 
本.?7， 在 刚 全 动力 学 的 研究 中 ， 各 种 华 标 扣 的 旋转 有 时 是 需要 的 。 这 
在 入 流 图 的 帮助 下 可 以 非常 系统 化 的 方式 米 完成 。 设 矢量 在 止 灾 维 标 架 
zy zB D E V SV VELA SES E bs ay a 中 表示 出 来 。 
FRLET r y BREAD BAF r fa k t e a (LER 
P 开 .7,)。 在 新 坐标 架 中 矢量 的 分 基 是 
y'-r, 


+ 198 。 T 
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V',-—ecosa VF, sinaF, 

V', — —sin aV ,-4-cos aV, 
再 作 相 继 的 旋转 ,例如 关于 4h EXT s* 辆 。， 在 每 一 个 这 样 的 坐标 架 中 和 
EF ARAA RV PF 与 VF ,FF, ”表示 出 来 。 作 出 a 关 
Teff KFY 轴 及 了 关于 2z* 回 三 个 旋转 的 流 图 ， 验 证 
M V."'—cos f cos yV, + (sin a sin B cos y a cos asit yF, 

--(— cos a sin P cos y t sin a sin y2V, 
V," -—-—cos B sin yF, + (cos a Cos y~ sina sin B siu yF, 
-+ (sin e cos y> cos a sin f sin yJV, 


V," -—sin BV,-—sin a cos BV ,--cos a cos BV, 


BDPEX.. RTs RER. 


«192 * 


— mr: (ol. 2 -- 
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第 六 章平 衡 点 与 稳定 性 — 


6.1. 3| | 

1892 Æ T. H. IEEE XT «Xi JE E, dem 
书 中 他 提出 使 数学 天 文学 发 生 巨 大 变革 的 数学 概念 ， 这 些 概念 包 
括 在 第 五 次 中 出 现 的 % 维 矢量 微分 方程 记号 和 有 关 的 论述 。 他 在 
几何 上 解释 微分 态 程 的 解 为 # 维 空间 的 轨 线 ， 按 照 他 的 想法 ， 我 
们 说 一 个 微分 方程 就 有 一 个 几何 学 .在 这 -一 章 里 我 们 的 目标 是 结 
合 状态 空间 的 运动 建立 -… 些 直观 的 购 念 ， 特 别 是 定义 了 运动 的 平 
衡 点 和 引入 稳定 性 的 概念 ， 与 这 些 补 念 相 联 系 的 直观 思想 在 相 平 - 
. 面 即 二 维 状 坊 空 间 是 易于 理解 的 ， 所 以 运动 的 绝 大 部 分 概念 部 在 
相 平 面 上 说 明 . 

在 §6.4 讨 论 n AREAS DAS, MEET 一 节 人 简略 地 
研究 动态 系统 用 线性 系统 近似 的 方法 ， 系 统 的 线性 化 应 该 说 是 在 
某 个 参考 点 ， 通 常 是 在 平衡 点 施行 ， 利 用 线性 近似 在 平衡 点 的 邻 : 
域内 分 折 系 统 的 儿 何 学 或 运动 ， 我们 发 现在 一 个 平衡 点 的 邻 域内 
与 另 -一 个 平衡 点 的 邻 域内 运动 的 差别 是 相当 大 的 .也 要 考察 与 远 : 
离 平衡 点 的 运动 有 美的 其 它 几何 想法 . 


6. 2， 状 态 空间 


ig $5.3 简略 地 介绍 了 在 状态 空间 中 运 到 的 概念， 考察 过 写 : 
x —f(x.n, t) (lF 

 P— 824 REDÉRUAUDÉR. E 3 3-1 保证 了 方程 (1) ARSA SCAN 
«201 `- 
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Fi = Fa tak E), t, 04 mL) (2) 
的 唯一 解 笑 量 x(t)， 方 程 (2) 可 缩写 为 明显 的 矢量 解 

X—X(1;X,, U) (3) 

状态 变量 z (1), 2,0, s nz CERES SIE x(+) 的 坐标 ， 用 标准 
正 交 基底 。 表示 , 状态 矢量 可 表达 如 下 : 

x(£) - a (tJe tst jet talte, (4) 
其 中 | 

e,—[0 0 = 1 = 0]? 
由 以 前 几何 学 经 验 的 启发 , 我 们 可 能 想 要 画 出 运动 x(+) 的 图 
形 . 抽象 地 说 ， 这 图 形 可 协 出 如 图 6. 2-1 Hz. e dE EGG 


图 6.2-1 状态 矢量 的 相 空 间 表示 法 

标 架 ， 参 数 1 表示 状态 舌 量 返 动 的 特征 .。 随 着 时 间 移 增加 状态 笑 
量 的 尖端 生成 的 点 的 轨迹 称 为 系统 的 轨 线 或 运动 .雪线 上 的 每 一 
点 对 应 时 闻 的 一 个 特定 点 ， 在 图 形 上 党 现 二 维 运动 是 不 方便 ， 但 
二 维 运动 功 起 来 是 很 方便 的 。 因 此 绝 大 部 分 几何 概念 是 在 二 维 空 
HPE. 在 二 维 空 间 建 闻 的 营 干 几何 思想 和 概念 可 雇 从 理论 
上 推广 到 nH, 


6. 3， 相 平面 上 的 运动 
在 这 一 节 里 我 们 研究 用 方程 
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Xni Br B iA RALA SD. RERE 
备 种 不 同 的 方法 选取 ， 然 而 为 了 方便 ,也许 是 按 可 能 的 物理 解释 ， 
状态 变量 取 为 qg-—zji,y-zx, MEFEEDIA 


Ls Lac m ,| : (2) 


IAR x (t) — xo, 假设 有 用 符号 表示 为 
X —X(t; xo) —xi(£)e -H z; (P ei 
的 唯一 和解 存在 (定理 53-1). 

如 果 系 统 是 菜 个 物理 装置 ，zi 可 以 对 应 于 位 置 ，zs 对 应 于 速 
度 ， 在 电路 中 , 车 *: 对 应 于 电荷 ， 则 mm。 对 应 于 电流 ， 我 们 发 现状 
杰 变 量 的 这 种 选 法 有 助 了 画册 雪线 ， 现 在 作 一 些 基本 的 观察 ， 因 
为 和 =za， 当 za>0 时 状态 变量 n 随 着 时 间 增 大 时 是 增 大 的 ; E 
dL m0 时 是 减 小 的 ， 如 图 6. 3-1a 所 示 ， 再 考察 写成 如 下 形式 
的 方程 (2): 

Ža dra  —h(zr,,ma) 
200 de os E» 
M zs 趋 于 零 时 , TERREA, MERINE RUE CARE eii 


如 图 6. 2-1a 所 示 ， 图 台 3- 蕊 表示 一 条 起 始 于 Xito = xX, iln 
就 线 ， 备 着 时 间 的 增加 ， 状 态 笑 量 可 以 说 成 是 以 顺 时 对 方向 绪 原 
所 “旋转 "在 守 = 国 典型 状态 估量 表示 为 和 Ci)， 下 铺 说 明 一 个 - 
物理 系统 的 运动 . 
£t5.3-1 可 图 6.3-2 所 示 的 单反 的 线性 自由 微分 方程 是 
04-28-—0 oi 

设 状 态 变量 定 为 206,2, 0. 运动 是 用 

zi Ct) CORO Zsinat z, C0 

Boh mm eostot [MM 
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(a) 


X: 


Fy 


(d) 


H 6.3-1 一 些 基 本 相 平面 概念 
- 碰 述 的 ， 注 了 确定 此 系统 的 几何 学 , 作 
平方 , SEE DRUSI ET EZ EB IB 
Ea ia 


| 

a*ziG) + ECE) | 

= (eo ott sin oi) zi(0) | 

+ (eos*ait-1- sin*et) z2(0) " | 

TAWE FHU) | 1 
WOPBOCR--HkBB. M 6. 3-1e 表示 

Th RWE.  His3-2 RUE 


O 456. 3-1 Po PLACITA AR REID. EmA 6. 3-10, EES 

Epi. nIBESSEBEIMOMBCTMBEEGAPRERB—NKAUES 通常 在 某 

个 有 兴趣 的 范 轧 肉 ， 画 出 几 条 困 比 就 可 断定 运动 的 细节 的 颇 为 完 
* 204 + 
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全 的 概念 ， 轨 线 族 通 党 称 为 相 图 ， 术 语 几 何 学 和 祖 图 都 是 通用 
的 ， 一 个 典型 的 相 图 表示 如 图 6. 3-14. 

定理 5. 3-1 确定 了 相 图 的 一 个 重要 的 性 质 ， 即 两 条 不 同 的 轨 
线 不 能 相交 ， 这 很 容易 由 反 证 法 证 明 ， 假 设 有 两 条 不 同 的 罗 线 相 
交 ， 选 择 相交 的 时 间 为 初始 时 刻 £0. CPGE PRARSLEROESDT HI 
个 初始 条 件 , 这 是 与 定理 5.3-1 矛盾 的 . 

在 例 6. 3-1， 求 出 的 运动 方程 是 参数 上 的 函数 ， 消 去 + 就 得 
出 只 包含 坐标 n, 及 zs 的 函数 ， 常 常 需 要 在 解 方程 之 前 消去 以 
i di i. 就 得 到 了 方程 (3)， 通 常 ， 方 程 (3) 可 直接 积分 , 如 下 例 


FRFR. 
例 6. 3-2 urRH 6. 3-3a HJE 3A ER EE Xs e H1 75 f 
Ü Lo! sind 0 
撕 述 ， 和 如 前 一 样 , 状态 变量 取 为 m—0,2,—0. TE dm 
t =t 
È= — otsin F 
HA f£ (3) 
di, 8 , carm f, 
dz. > Ty 


已 可 直接 积分 , 得 到 


luo —zi(£,) | o*[ coss, C£) — eosz, (£4)] 


图 6.3-3 MMRR HE 
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ki H8 p ir T Bn imd 6. 35-55. 

通常 表示 如 方程 (3) 的 二 阶 非 线性 微分 方程 是 不 能 分 离 变量 
的 [Wylie, 1968 |, 因此 不 能 直接 积分 ， 在 这 种 和 情 说 作 轨 线 的 图 和 解 
法 (通称 为 等 倾 线 法 ) 是 适用 的 [Truxal, 1955], - 


6.4. 平衡 点 

对 图 6. 3-35 的 轨 线 的 考 罕 中 ， 我 们 看 到 在 相 平 面 上 的 点 
(—2,0) 与 Cr 0) &bissb ERE. dk $4.3 中 我 们 普 定 文 在 状态 
空间 中 这 样 的 状态 或 点 是 平衡 状态 或 平衡 点 ， 平 衡 点 把 称 为 痪 界 


ER- -ETERNE E n AAMO RA 
X—f(x) (1) 
研究 平衡 点 ， 方 程 《1) 的 运动 对 一 切 6 x0 时 是 静止 的 ， 这 
就 引出 下 面 的 定义 . 
定义 6.4-1 于 一 切 t 满 是 条 件 
f(r)-0 (2) 


的 一 切 点 是 方程 (1? 中 自 褒 系统 的 平衡 点 . 
如 在 第 四 咎 ,我们 用 x, 表示 平衡 状态 生意 到 X, EHE} 
的 平 几 解 , 亦 即 是 f(x) — 0 HR. 
方程 (1 ) 的 系统 可 以 有 一 个 或 多 个 平衡 点 ， 如 下 例 所 说 明 的 ， 
EA S. 3-2 中 的 音 摆 有 无 穷 多 个 平衡 点 ， 
例 &.4-1 例 6.3-2 的 单据 的 平衡 点 可 由 方程 
d Ta + 
e aaa, H 0 | 
求 出 。 昵 然 有 无 穷 多 个 平 衔 状态 : 
MEME: 
TE — ^4 3E 88 rx Pa 5e b 5s 5 3E EUPSDSRPA E 


, «206 
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型 可 能 有 很 大 的 差别 例如， 观察 在 图 6.3-35 中 所 未 的 点 (0, 0) 
136,0) 在 运动 上 的 差别 ， 相 图 的 许多 特征 可 由 这 些微 小 运动 玉 
决定 。 出 定理 5. 3-1 容易 看 出 设 有 贺 线 可 以 穿 过 平衡 点 ， 因 为 这 
些 点 本 壬 就 是 一 条 轨 线 ; RE xx 是 方程 (1) 的 一 个 解 . 这 个 
PERE X(f) = xX. HAR. 一 条 轨 线 当时 间 无 限 增 天 时 可 以 接近 
于 平衡 点 ， 但 轨 线 永远 不 能 穿 过 平衡 点 ， 这 些 讨 论 相 进 下 面 的 
定义 , : 
ENM 6.4-2 一 条 轨 线 x(£) 称 为 当 i Eoo EX TOT Xe 
如 果 
lim x(t)—x.l=0 (3) 


定义 6.4-3 一 条 雪线 xG) 称 为 当 t —ootk AOE SER, Am 
RPR ASP, 对 {= 1, 2, SEE: 下 列 极限 存在 : 


Tt)— Zie 4 
lim qx(2)— x, ] 4) 


图 6. 4-1 说 明 这 两 个 定义 . 箭头 表示 时 间 增 加 时 运动 的 方向 , 
dije t £89 —i1, V SEE ISCIRT, 并 且 在 图 6.4-18 中 是 示 出 离开 平衡 
夸 的 两 条 胃 线 将 社 和 人 平衡 后 ， 在 相 空 间 中 有 轨 线 xt) 通过 的 一 
切 点 可 归 类 为 正 册 点 , 作为 奇异 点 或 平衡 点 的 对 立 面 ， 


to) 
图 84-1 dA: TG ATERS) 福 入 平衡 点 
+ 207 * 
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定义 6.4-4 若 在 平衡 点 x, 的 微小 驾 域 内 只 包含 正则 点 ， 则 1 
X JAMY FEAA. 

TrScBs FR SIS E33 RARAMEN, A Ae E E I 
情况 恰 不 是 这 样 。 考察 系统 #0， 它 可 表示 为 标准 形式 t= Ar, 
KP r =y, mg, B 

0 i 
^-| 0 0 | 


平衡 点 是 xz, 二 ec( 人 尾音 常数】 及 xs=0， 所 以 整个 2i Ato BUR can 
是 平衡 点 ， 因 此 这 个 系统 的 所 有 平衡 点 都 不 是 了 弧 立 的 ， 线 性 自治 
系统 的 平衡 点 当 且 只 当 detA z50 Bre PE ari. 

定义 6.4-5 方程 (1) 的 平衡 点 x 是 简单 点 ， 如 果 相 应 的 雅 
可 比 行列 式 不 为 零 , 即 


det 3L] — zo (5) 
OX |x-x, 


否则 , 就是 非 简单 点 . 
”一 般 ,车 平衡 点 是 简 半点 , 它 也 是 孤立 点 ， 但 反 过 来 除了 线性 
自治 系统 外 不 是 普遍 成 立 的 . 

在 例 6. 4-1 中 有 许多 平衡 点 , 一 个 在 原点 ,其余 的 在 别处 .一 
ME CE EIT IE DUX US S MEX ER 


变换 
Z£—X—X, Z-X ! (6) 
就 能 容易 地 实现 ， 于 是 方程 (1) 可 简单 地 写 为 
i-f(rix, (7) 


H—ASEJLAE 2—0, i330 zt) 定义 为 干扰 运动 或 扰动 运动 . 方 
程 (7) 及 下 列 例子 说 明 , 不 失 一 般 性 , 我 们 只 需要 考 卡 在 原点 的 平 
衡 点 . 

186.4-2 考察 线 性 系统 


a Z208 >» 
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X—Ax4b b—H«AB 
只 要 A! 存在 , ZR x, 是 一 个 孤立 平衡 点 , 平衡 点 可 在 
x,— —A^!b 

求 出 ， 如 果 我 们 定义 z= 二 x 一 x。 且 代入 运动 方程 , 则 有 

Z—AÀA(z—A'b)-rb 

= Àz 
aw nmm BW E ME JTEARIDR FOEDE TOS T + 
存在 在 一 般 情 况 仅 让 一 个 平生 点. 


06.53。 线性 化 


在 8 6. 6 我 们 将 定义 并 讨论 稳定 性 . “稳定 性 ” 一 词 的 章 因 几 
平 是 自明 的 。 一 个 系统 在 茶 种 条 件 下 或 在 某 个 平 交点 运行 ， 稳 定 
性 的 内 容 是 处 理 系统 在 平衡 点 有 轻微 的 移动 或 扰动 后 的 运动 、 如 
果 扰 动 对 系统 只 有 微小 的 影响 ， 我 们 一 般 说 系统 是 稳定 的 ， 如 时 
扰动 有 相当 天 的 影响 , 我 们 一 般 说 系统 是 不 稳定 的 ， | 
在 稳定 性 的 研究 中 , MCBERTDUPEUSIS PO GI RUE f(x, DA 
Mc: AME | 
f(x, t) - Ax r(x, t) (1) 
RET, i) 称 为 非 线性 剩余 矢量 ， 在 许多 场合 , 需要 在 原点 的 微 
小 邻 域内 考察 系统 的 运动 ， 为 此 我 们 近似 表示 方程 (1) 的 系统 为 
线性 系统 
f(x, t) — Ax (2) 
FERREA x Lo Hs Ee RD Dx 也 是 小 的 ， 为 了 简化 


研究 ,假设 Ce og 1o 时 趋 于 等 


方程 (2) 是 方程 (1) 的 线性 近似 式 ， 本 池 的 目的 是 简略 地 讨论 
线性 化 微分 系统 的 技巧 . 
KENAR S RA RUE 
. 209 » 
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X—tf(x) (3) 
如 前 一 样 , 方程 (3) 的 平凡 解 , E 

fx) =D 
验 出 至 少 一 个 简单 平衡 点 x. 选择 一 个 有 兴趣 的 平衡 点 并 把 它 
作为 参考 点 ， 国 数 f(x) 在 正则 条 件 下 ， 可 以 对 参考 点 把 f(x) 展 
DEMRE WRF xv 展开 方程 (3) 为 


NE H 
六 六 十 二 | AX 十 (4) 
其 中 
2t. (95 
ox — er 
Es 
— Ëo 
Ax Ta 2 
Tan Tas 


如 已 指出 的 ， 偏 导数 是 在 平衡 点 或 参考 点 计算 的 ， 线性 近似 是 在 
娘 开 式 中 只 保留 第 一 项 而 得 到 的 .运动 的 近似 微分 方程 用 nx 


353] Eb 4B SS 20 
iim Axe TT Ax (0. (8) 
这 个 线性 微分 方程 被 认为 是 插 述 微小 干扰 或 微小 扰动 或 简称 微小 
运动 ,Ax(t) 在 x。 的 邻 域内 ， 
£i5.5-1 系统 


$; Ta - 
f, 42i—2,— Ts— 2s 


在 平衡 点 xom[ 一 1 0 0J" 邻 域内 的 线性 运动 是 


TA D ) Or Ax 
2 d 
Af. (321—1) | —1 -—1-.AÀz 


-2JI0 + 
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| i 1 Üsr Ar, 
zi 0 1 "i 
p —1 —l1 LA, 
2e rERE UIS RTS JR SER IARE. SF RUBUS OR dE HI 
fn ETE OLSPREEBIE. HFa AHA 


x= (x, t) (6) 
3E 8 ri n[xE $2998 — 2] € 入 是 方程 
Í(x,, 2)-2-0 (7y 


的 解 ， 在 这 种 情况 ， 平 衡 状 志 xz。 通常 是 依赖 于 时间 的 , 因此 称 汶 . 
ZDF PS S H x. MERTA, 按照 (5) 式 仍 可 作出 方程 (46) 的 续 
性 化 ， 其 结果 是 一 个 时 变 线 性 徽 分 方程 ,如 下 例 所 示 ， 

但 6.5-2 SURE | 


N "enn | 
< 


在 这 个 情况 它们 是 与 时 和 无 美的 ， 在 平衡 点 (1 0); 方程 (5) 绽 蜡 时 鼎 系 统 
Ai] fo 1 P» (8) 
PEE IM "d ! 
参考 轨 线 附近 的 微小 和 运动 
HEH ERA 


KHATER AK 


Xx—Íf(x,u, t) | (9) 
这 个 系统 的 微小 运动 是 取决 干 一 条 参考 轨 线 而 不 是 一 点 ， 假 设 方 
程 (9) 满足 李 卜 希 斯 条 件 ， 使 唯一 解 存 在 [对 应 于 参考 强迫 函数 
gt 及 初始 条 人 性 xo 参考 解 或 参考 轨 线 记 为 


X,(1) = Xd Xo, U.) (105 
-HFFR T, mu EOMERHIED, FEOLA 
泰勒 级 数 成 为 

s 2l» 
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Ji 


A 二 一 Du T - E (11) 

Vj4-R PLE AE DE — Br DS MEI S DO ERG MARIRE 
aeo Hj 

Er u L TBO (12) 


出 得 方程 (9) 的 线性 近似 式 

Ax — A(t)A^x-- B(2)Au : (13) 
解 矢量 Ax C) St ERO) EF ELE x 的 微小 干扰 运动 或 扰 
动 运 动 。 这 时 微小 干扰 是 Au 和 Axo。 这 些 想 法 在 图 6.5-1 中 说 
骨 之 ， 


Hi6.5-1 n 维 空 间 机 小 干扰 运动 的 说 明 


6. 6， 移 定性 ; SEHEN EX —277 X 

第 七 章 是 稳定 性 的 一 般 讨 论 ， 在 那里 讨论 的 一 般 方 法 是 通常 
所 说 的 率 雅 普 诸 直 第 二 方法 或 直接 方法 ， 这 一 节 里 所 介绍 的 可 以 
称 为 相 雅 普 诺 夫 第 一 方法 。 它 通常 适用 于 线性 系统 或 非 线 性 系统 
靠近 平衡 点 的 微小 运动 。 对 于 定常 系统 ， 第 一 方法 涉及 到 系统 措 
XE RERI REER E. - 

S 3x5 EREHE 首先 考察 自由 系统 

”二 f(x, 1) | (1) 
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关于 参考 轨 线 x; 的 护 动 方程 可 由 前 面 提 到 的 用 展开 方程 (1) 成 大 
勒 级 数 得 由 为 
ot 


X—X,—— M a (2) 


AR r (x, 1 表示 所 有 的 高 次 项 , HB Soo dE ELENA. d 
itai HD £20, DEOS D pag, 则 方程 (2) 化 为 线 


性 方程 
AX— A(t)Àx | (3) 
ERASE] , 去掉 A 记 号 , 我们 研究 用 
| X-—A(tf)x (4) 
表示 的 线性 系统 的 稳定 性 ， 首 先 考察 A 是 常数 矩 陈 的 情况 . 
定常 系统 


确定 定常 线性 系统 稳定 性 的 显 式 关 据 是 容易 导出 的 读 考 或 

评 熟 悉 关 于 系统 在 复 平面 上 极点 位 置 的 稳定 性 状 据 ， 我 们 研究 线 

JE JR BE EE B ELM ES Ep RA OR ABL BERE TIE LCD RE P8 A 8 2T. &5. 

然后 把 特征 值 判 据 与 和 揽 s 平面 判 据 联 系 起 来 ， 为 了 确定 起 见 ， 我 
们 从 零 输入 {自由} 系统 

X—ÀYX | (5) 

开始 并 研究 位 于 原点 的 平衡 点 Xe=0 邻近 的 运动 ， 我 们 说 系统 的 

x(4)-—0 ERE. EE TIED dx Fl Hid E n 


re ne ee ne a ee ee re gl egi i e e rei T an 
Est nol sies. Rubus dealt Mis Bs gr cesa Eee, UMOR cdd ac ei Ca 


Thee ROTE. Ha HR Hg Fol ee iran iz atii 


Mu E dE MER mu A 则 说 


作 足 从 时 为 直观 的 稳定 性 定义 对 定 毅 线性 系统 建立 一 些 定理 这 
些 直 观 的 思想 稍 后 将 归结 在 定义 6. 6-1 中 . 
TEYE EAI, BULL TS OBI A 的 特征 值 来 研究 


HANES. IEA A ERARA, 则 存在 一 个 矩阵 工 使 得 
«21320 
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T'AT —diagLÀ,, 4», e, 2,] (6) 


FE E deb nv B | 
^x—-Tz (7) 
化 方程 65) 为 
i-T^'ATz Z;— T x, (8 
利用 方程 (5, 6-10) (9. 6-11) 的 结果 , 有 | 
z(t) - diag[ e^i*, e", +, e»! Tg, (9Y 
BARA) H FAE. 


定理 6.6-1 车 方程 (5) 表示 简单 系统 ， 即 4 是 简单 的 , 系统 
是 稳定 的 ( 零 输入 稳定 ) 当 且 仅 当 对 所 有 i ReA o, CENIR 
定 的 , 当 且 仅 当 对 所 有 i, Rehi<0. 

此 定理 的 证 明 可 由 观察 表达 式 (9) 立即 得到, 注意 到 医 
Reh: 一 0, 则 x(#) 随 时 间 增 大 而 趋 于 等 ， KAHRA), HEE. 
TE (内 看 例 5.6-2)， 车 有 两 个 或 多 个 特征 值 是 纯 蕊 数 ， 系 统 是 
稳定 的 而 不 是 渐 近 稳定 的 , 如 下 例 所 示 ， 

全 6.6-1 一 简单 系统 由 矩阵 


0 ù 0 
z 0 zi 
6 8 D 


ix, EREA FEET 4, 0, Aim i, Aic i8, AE HA 5. 6-3 中 所 求 出 的 ， 
adici 
x(t) —e^x, 
EE EE BTE a^! 已 在 例 5.6-3 中 用 封闭 形式 给 出 ， HisHuss xd mb. Mix, 
ALT BG RE A áex LS LT EA. Hmc ERE ILC m ECT AE, E 
: St 6. 3-1 PERRERA RAA. 
如 时 方程 (5) 是 方程 (1) 的 线性 近似 , 特别 要 注意 当 任 一 Redi 
二 0 HAR. AHER TEHA Cx, 四 影响 稳定 性 .为 了 说 明 这 个 - 
可 能 性 , 定理 6. 6-1 可 修改 如 下 ， 
定理 G.6-2 刀 果 常数 第 阵 A 的 一 切 导 在 值 部 有 负 实 部 ， 且 
e 214* 
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OO tar C250 ATE, WAA 


š=Ax+r(x) 

FEAE ERL A 六 有 纯 碟 特征 值 , 稳定 性 依赖 于 IT(X)。 

T BEBE .2-2 m). 

fio.6-2 JL EHEIXBE A 5C 

ğ—ġ +y = 
EA ysi haa a HR R 
Aj —3$4'!A3-- Ay — Ag-- Ag —0 

dx. ERAR EEEE, FERREA EEA, [ox Ag 的 
LIC r ESTE e RALEPIIMECL d Rh TP yd 
85. 因为 特征 值 有 正 实 部 ， 

为 了 把 定理 和 .6-1 一 般 化 , 我们 应 用 系统 矩阵 的 约 当 标准 形 . 
我 们 正式 给 出 下 列 定 理 . 

定理 6.6-3 方程 (6) 的 定常 系统 是 零 输入 稳定 的 ， 当 且 只 当 

(ü) 所 有 特征 值 有 非 正 实 部 (Re 专门. 

Gi) 对 应 于 虚 特 征 仁 的 约 当 块 的 阶 数 为 1, 
直系 统 是 浙 近 稳定 的 , 23 BH. FRU BU EEA TA SERE OR 04,0, 


设 卫 是 非 奇 矩阵 使 变量 变换 
|^ | x-—Pz (10) 
化 方程 (5) 为 
z—Jz zQR x, (11) 
其 中 
| J=P AP (12) 
我 们 知道 J EMZAW AREE, B 
J — diag( J;, Ja ***, Jal (13) 
其 中 必 是 约 当 块 的 个 数 [ 参 看 表达 式 (4.7-90)]。 方程 (1i 的 运动 


Ji 
. 215» 
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z(t)-—diag[ e! '', e! s, ++, eu ig, (14): 
4-I ig DU 5. f-1 的 结果 ;有 
本 pi» (15) 
dtd FECOX rox Te MRE, 74 AES k Mode 
XogBÉAHEGEGOAXY, WIS) Xiagpeg dH ACER 
(对 Re 到 0) 或 者 化 为 标量 方程 | 
eli! — gioi X[ ReA, — 0 £1 Im, - o, 
由 此 断定 当 条 件 (和 (ii 成 立时 系统 是 稳定 的 ， 现 在 假 惕 系统 是 : 
稳定 的 ， 要 证 明 条 年 (和 (tii) 成立 ， 利 用 反 证 法， 设 ReA0, 


TC 
elt — gH) i (15) 
EORR i9, IAE ER BEBO Edu. JEA RER Rei- 
=0), FE | | 
egli! — eiit E() (17) 


无 限 增 大 , 我 们 再 次 断定 系统 是 不 稳定 的 ， 由 这 两 个 矛盾, MAE. 
性 的 定义 我 们 断定 条 体 GOOD 成 立 ， 为 了 证 朋 定理 的 最 后 部 
分 ,我们 注意 到 车 Re4,<<0 则 在 (15) 式 中 所 有 第 阵 剖 趋 于 零 ， 再 
E E IIIe k, o0, 3$ ReA,— 0H. o0 Rt 
eg] if — pient (18) 
oss Ts. usi ex BUE. ME Ren 
elit— ge F(£) 
它 是 无 限 增 大 的 , APETI, 
为 了 把 上 面 的 定理 和 用 拉 普 拉 斯 变换 与 复 s 平面 表述 的 稳定 - 
HERR, 31814 27 ECL f br CREER CT 6. | 
Z(s)—(sI—J) 'zg (19). 
由 于 sl- 是 所 对 角形 的 , 可 写 为 
(sI—J) ! -diagL isli — J) 1, (s1,.— 1) "| {20} 
«2155 | 
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:我们 能 够 证 明 
(sl, —J,) '—-F(s—A 

其 中 下 (s 一 机 ) 是 了 的 拉 氏 变换 式 中 以 s— A 代 s, HII 
F (5— 44) — F CS) | oa 


: 例如 , 例 S. 6-1 Ro 4BBE px 79 
3 一 由 (s —A;,2* na 
| . d 1 ga E S 
"a n-1 
F(s—4A,) 一 \s— - (21) 
j j s — Àp. 


更 直接 地 , 我 们 看 出 (21) 正好 就 是 (15) 的 拉 氏 变换 式 ， 利 用 (21)， 
我 们 根据 复 * 平面 来 重 述 定理 6. 6- 3, 得 到 下 列 定理 ， 

定理 6.6-4 方程 (5) 的 定常 系统 是 零 输 入 稳定 的 ， 当 且 仅 当 

G) 在 复 s 平面 的 右 半 平面 上 没有 极点 . 

Gi) 所 有 在 虚 轴 上 的 极点 都 是 单 极点 . 
系统 是 渐 近 稳定 的 , 当 且 仅 当 所 有 极点 在 左 半 平 面 上 , 

HERE | 

现在 考察 时 变 系统 零 态 稳定 性 ， 如 上 所 述 ,我们 说 零 态 x CO 
一 0 是 稳定 的 (或 系统 是 零 输 入 稳定 的 )， 是 指 如 果 系 统 的 自由 运 
动 对 任何 充分 靠近 原点 的 zo 仍 人 靠近 原点 ， 稳 定性 的 一 个 正式 定 
A RETI UL A F. 

定义 6.6-1 自由 系统 

X-—A(t)X (22) 


E: O HABE, AnJOXEEE fb. EE f] 0, 存在 一 企 
SD to, €) —670, LA 3x2 B 
*2173 
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[xol —ó (23) 
对 于 i48 
| ROLET E EH 
(i) -REER R0 E; 加 353€, 
(iii》 装 近 稳定 的 ， 如 果 对 任何 所 和 充分 小 的 xo 24 £700 
B] x()-0, l| | 
现在 给 出 一 个 适用 于 自由 时 变 系 统 稳定 性 的 定理 。 我们 将 要 
看 到 为 了 决定 系统 是 否 一 致 基 近 稳定 ,必须 对 所 有 上 及 fo 计算 转 
fM. | m 
定理 6.6-5 方程 (22) 的 系统 是 
(i) 稳定 的 ; 当 且 仅 当 


IB Ct, tolc — tt (257 
其 中 。 是 常数 , 它 可 能 依赖 于 i 
Gi) 浙 近 稳定 的 , 当 且 仅 当 (25) 成 立 并 且 当 tott 
JDC, 一 (26) 
为 了 证 明定 理 6. 6-5, 我 们 考察 自由 运动 
xt) = 人 Bt, to} Xo (27) 
由 范 数 的 性 质 
| Ix(O Ix Wb G, £011 xil (28) 
现在 设 (25) 成 立 , 则 | | 
| POLEGA (29) 
进而 取 1xol 使 得 
xis == (30) 
于 是 把 (30) 代 人 (29) 式 , 得 到 
mE U IxcO T«e 
这 正 是 (2 区 所 要 求 的 ， 
è 218 * 
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为 了 证 明 (25) 是 必 权 的， 很 设 系统 基 稳 定 的 而 | 于] A EX 
鞠 , 于 是 推出 矛盾 . 涯 | 旨 1 是 无 界 的 , 则 至 少 有 一 个 元 于 是 无 界 的 . 
例如 设 du (OX ES, WH xo=[0 10 … 0] ,状态 变量 

一 人 | 

是 无 界 的 ， 且 lx] 也 是 无 界 的 ; 于 是 我 们 得 到 矛 慎 ， 对 定理 的 第 
GD Aa aS EEE AWIE PG b OPETE, MEZ r(t) 
TATE, JEEL RA EA a XE B9 25 HR (26) RS. 

定理 6. 6-5 与 定理 6. 6-1 和 6. 6-3 JE — € HJ. 以 下 例 说 明之 。 

例 6.6-3 E *xop C. 6-5 mim, AEREO 


1 ü Ü 
ed cosg 1 -siat | 


0 singg cos 
IB EGEL FH EX JL EB (8.6 Be, Md | 
lle**]I — trace (e^) (e^t) (31) 
注意 到 e^t 是正 交 的 , 立即 得 到 | 
le^] = 5 | (32) 
.此 系统 是 稳定 的 ， 但 不 是 浙 近 稳定 的 。 转 移 矩阵 的 范 数 是 有 界 的 ,但 不 随时 
MATE. | | : 
输入 输出 稳定 性 
现在 5H 入 在 线性 系统 中 经 常 使 用 的 另 一 概念 ， X: 
X-—A(t)x--B(t)u (33) 


其 中 妨 (1) 与 (1) E 3 [ER T NÉ SION EI. 
入 ,于 是 我 们 说 方程 (33) f RECS D, Rn CO SEC REI 
出 , 也 即 有 界 输入 产生 有 界 和 输出， 我 们 将 此 概念 用 下 列 定义 表 出 . 
定义 6.6-2 方程 (33) 的 系统 是 稳定 的 (有 有 界 输入 ， 有 界 输 
W) 如 果 每 个 有 界 输入 在 全 体 状 态 变量 中 产生 有 界 变化 . 
用 记号 表示 , ENA 6.6-2 天 朋 系 统 是 稳定 的 , 如 时 对 一 切 
lu(bM >to 
| +219 > 
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对 应 有 一 个 前 数 天 使 得 
| 和 AE Eto 

SU UT XXGKiXT BOEMHHEEEBm T. fr BYE PECXT. 
AAA E 泛 过 论 的 文献 我 们 用 一 个 统一 的 定理 来 概括 关于 
线性 系统 稳定 性 的 讨论 ， 但 不 企图 去 证 明 这 些 结论 ， 

定理 .6-6 HFEA, i A BEA AE BH 

G) [JACO] xe 对 一 切 i 

Gi) Oce,—[B(Du[ze; 对 juf=1 
i| Pe es prm. 

1， 任 何 一 臻 有 界 输 人 

juca 
TAAA un 
Ix Go [eoo 
2. H—U tts 


I ID D MA« eo 


3， 自 由 系统 的 零 赤 x 0 JE ECCE RS f. 
4， 存 在 正常 数 cs 及 cr 使 当 i 之 to 时 有 
HD [coeno 


6. 了 +， 相 平 面 上 平衡 点 的 分 类 


在 站 维 空间 我 们 已 经 把 简单 平衡 点 分 为 稳定 的 与 不 稳定 的 两 
类 。 在 二 维 空间 另 有 传统 的 分 类 方法 ， 现 在 引 人 和 人 这些 想法 。 再 一 
/e-E MN/M-E-E S 
g-- hy, y) —0 (1) 
BESE ra EL XE T OE 5 AREA I 3 ab du FRE. AniES9.3— 
B,dRGEEENUEx-yEn-PÓ TESEO) 


220^ 
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fi u Ts 
| (2) 


EE Ni P RKRRA 
Z, =Ü ACIE 0) 一 站 (3» 
微小 运动 由 线性 系统 
At'] Fr 0 1 [Az 
P o ah red vs 
dril x, dEl r, | 


描述 , 这 里 x. 古 平 衡 点 ， 偏 导数 是 带 数 , 为 简便 计 , BE 
dh - dh u 


Jr: 

Aż r 0  ITAr 

halls ada o 
Ad, —b —aiA^z, 


HUP Ay 等 于 Az, 方程 (6) 可 写作 熟悉 的 形式 


今 方程 (4) 号 为 


A--aAg-- bAy=0 | (7) 
方程 (6) 和 (7) 的 特征 值 是 
PA -— a —4b)i 
| (8) 
p = 一 4 一 l (a? —A4b)t 


这 里 我 们 的 目的 是 研究 相 平面 上 方程 〈6) 的 运动 ， 一 般 说 来 

a, b 可 设 为 任何 实数 ,于 是 R 入 可 以 是 实数 或 复数 ， 在 方程 
(6) BA Ax(2) -D(DAx(O p RR ABER BUE SR mE 

(t) = [enet £,;e^'] | 
EAS 与 是 相 异 实数 ,oz 和 (9) 
Q(t)-[c,;e"--Ete"] — 3iA—AAa-4b (10) 
Q(t)- [e 1?'(c,jcoso£ + kj jsin ot)] 
^22] > 
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AX A LEE 是 复数 ， a^ «4b (11) 


其 中 o-—(4b—2)À, 系数 ews fs b 是 容易 计算 的 ， 但 斯 为 麻 


需 , 因此 这 里 就 不 列 出 了 . 

方程 (1) 的 平衡 点 按照 (8) 式 表 出 的 方程 (6) 的 特征 值 来 分 类 . 
特征 值 在 复 平面 上 的 位 置 表 示 如 图 6.7-1a 所 示 ， 图 6.7-14 mH 
两 个 复 共 辑 特 征 值 ，Im 表示 虚 轴 , Re 表示 实 轴 ， 者 特征 值 在 堪 
半 平 面 , 系统 是 稳定 的 , 因而 有 一 个 基态 ， 如 果 至 少 有 一 点 在 右 半 
平面 , 系统 是 不 稳定 的 , 且 运 动 是 无 界 的 ， 在 平衡 点 邻近 的 自由 运 
动 由 特征 值 的 位 置 来 表征 ， 如 图 6. 7-1a 所 表示 的 两 个 复 特 征 信 


- 


(0) 


图 6.7-1 丽 在 复 平 面 上 一 个 特征 惜 和 在 相 平面 上 对 上 应 前 运动 

在 左 半 平面 的 情况 , 如 (11) 所 指出 的 , 运动 是 稳定 的 ， 对 于 一 个 给 
定 的 初始 条 件 ， 一 条 轨 线 可 计算 出 来 并 且 在 相 平面 中 画 出 来 如 图 
6.7-1b 所 示 . (11) 表 示 的 运动 是 一 个 图 尼 振 动 ， 所 以 轨 线 螺旋 地 
围绕 是 趋 于 平衡 点 。 这 个 平衡 点 归 类 为 稳定 焦点 ， 注 意 到 它 是 
单 的 因而 也 是 孤立 的 。 其 它 的 平衡 点 按照 相应 的 特征 值 的 位 置 称 
为 中 心 、 稳 定 结 点 ,不 稳定 结 点 .不 稳定 焦 败 及 鞍点 ， 把 这 些 和 其 
它 的 一 些 情况 都 列 宕 并 说 明 在 图 6. 7-2 中 . 


鞍点 ， 
[íi 6. 3-1 中 单 皖 的 微小 运动 的 特 考 是 在 t0， 介 为 中 心 。 汝 一 
+ 27-52 
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TT | "8 “可 平面 | mm 
"TET 


epum D 点 
B0 2. 衣 线 不 起 
T€ 
人 平衡 点 
EE 7. L 简单 平复 
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TRUE HR 
ac D 
| Qccat-x4b [ 


[HE A, Aat 
上 的 点 


AXs= ALAN te 


b= 4 | | 1. 非 简 音 平 
a Im AX, a 

2.24 j> to 

À, A Re Ax, up A 
| Axx 一 jzAxi 十 5 EA Szt 

上 的 点 

a= Ù IE T 
b-—0 FREQ 2E: D. 

2. AAHH 

Ax ARET 


ÁN, =g = 
A mel des Ax LETS 
平衡 点 


图 8.7-3 d X;FFAG PD-—0,2;:— 952: jg Ban] BE NR ELEME 
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方面 ， 给 小 运动 在 平衡 点 (r，0) 的 特性 是 鞍点 ， 中 心 分 类 为 稳定 
的 平衡 点 ， 而 鞍点 分 类 为 不 稳定 的 平衡 点 ， 车 设 运动 在 开始 时 是 
= 二 0, 摆 将 保持 静止 ， 共 次 , 若 单 摇 受 到 轻微 的 扰动 , 在 平衡 点 
邻近 发 生 谐振 运动 ， 另 一 方面 , 若 设 单 摆 在 O— = 静止 ， 除 非 受 拢 
动 它 仍 是 静止 的 , 可 是 当 摆 受到 扰动 时 , 它 立 即 远 离 平 衡 点 的 微小 
邻 域 运动 .因此 我 们 看 到 称 这 种 平 竹 点 为 不 稳定 的 原 困 ， 较 点 会 
在 许多 系统 中 出 现 , 如 下 例 所 示 . 
$46.7-1 EG r =y, 2 一 $.x E 


ytýtHy— y =0 
HATER ER C0, 中 及 (1,0)， 在 后 一 点 , 线性 方程 是 
Ag--Ag—Ay-—0 
对 应 的 竺 征 值 是 
1 45 — 1I «5 
h-—.—3 ht 


WA 6. 7-2 我 们 看 到 这 些 特征 值 对 应 于 鞍点 ， 亦 即 在 此 情况 a=, b=. 

在 平衡 点 (0, 0) 得 到 线性 方程 

Agr Ag--Ay-0 
xt ez 89 AE P fie (E 29 
A T —l- i3. À := 一 +i 

Hii] 6. 7-2 我 们 看 到 这 种 情况 对 应 稳定 焦点 ， 环 即 4=1, 5 一 1, at — 45-0. 
-此 系统 的 相 图 如 图 6. 7-3 所 示 . - 

分 界线 

如 图 6.7-2 及 6.7-3 所 示 的 注入 鞍点 的 四 条 雪线 是 特别 有 趣 
Hg. 这些 轨 线 称 为 分 界线 .分 界线 把 相 平 面 分 为 不 同 的 运动 区 域 ， 
例如 ， 考 察 在 图 6.7-3 中 标 着 和 4 和 BB 的 两 条 轨 线 .雪线 4 开始 于 
分 务 厂 一 云 的 左边 稍 近 处 ， 并且 趋 于 原点 .而 雪线 吾 开 始 于 分 界 
ZX— X IDE URB EE RB ABE IRL C2. 

在 原点 的 特征 值 | 

如 图 6. 7-2 所 示 , 若 有 一 个 特征 值 在 复 平面 的 原点 处 , 则 有 非 

。225 。 
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图 6.7-3 yd gcs9—:—0, y—zi gr: 的 香 图 

REPE RHA, EET As h E DIARSEREGE EE A E 
RATER XOT BERNER ADMEBD E. wiat. MI 
HEX MAHRI. HAKU 0 时 发 人 生 一 种 例外 情 
Uc. 这 时 状态 对 所 有 的 时 间 保 持 图 定 在 Ar, Bl ES. 

E fR tR G E 

ER pE hhe T — Ri A Wao RJL E. JL S 
是 在 相 平 面 上 讨论 的 , 此 相 平 面 起 按 状 态 舌 明定 半 为 二 ,Xs 一 六 
建立 的 ， 对 另外 的 状态 变量 也 是 一 样 的 , 但 相 图 却 随 之 而 变化 . 然 
而 某 些 特征 是 保持 不 变 的 (不 变量 )， 例 如 平衡 点 的 个 数 以 及 相应 
的 特征 什 就 是 不 变量 . 一 般 说 来 对 扣 维 系统 也 是 对 的 .在 讨 诊 n 
维系 统 时 , 并 不 试图 区 分 平衡 点 为 中 心 , 结 反 等 等 ， 只 是 简单 地 分 
为 稳定 的 和 不 稳定 的 . 


6.6. RRM 


极限 环 在 物理 上 的 真实 系统 中 是 前 见 的 ， 持 续 振 动 例 如 发 机: 
经 的 医 动 或 电 控 荡 器 的 振动 都 是 极限 坏 芍 例子 . 一般 说 米 ， 任 全 
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RENAA NUHARIRIRGEBGR, 6 E e RURI ZH H. £8. 
例 6. 3-2 Bo FE D RESTE b E ARRE E 6. 3-3 Boon, gd 
Ka 在 辍 眼球 上 ,以 后 的 雪线 在 极限 环 上 运动 , 其 周期 地 通过 xo. 

棋 由 了 环 是 分 界线 ， 并 分 相 平 面 为 距 个 部 分 , 一 个 是 “内 部 X 
一 个 是 “外 部 "， 由 于 轨 线 不 能 相交 ， 外 部 的 加 线 永 远 不 能 进入 内 
部 , 反之 也 对 . | 

TROP RPM RER, 不 稳定 的 或 半 稳 定 的 。 参看 图 6. 8-la 
上 且 假 设 运 动 在 极限 环 雪 线 上 是 稳 态 的 .此 运动 称 为 未 受 扰 动 的 运 
动 ， 邻 设 我 们 扰动 此 运动 使 在 i 稍微 离开 极限 环 ， 此 运动 称 为 微 
小 扰动 自由 运动 .比较 在 以 后 的 时 刻 所 未 受 扰动 运动 与 微小 扰动 
运动 间 的 对 应 点 ,如 果 当 有 时间 增加 时 , 这 两 个 点 间 的 距离 仍 是 微小 
的 ， 则 极限 环 是 稳定 的 ， 在 内 部 和 外 部 双方 的 微小 扰动 都 必须 检 
查 ， 存 在 三 种 可 能 性 ; 参看 图 6. 8-15 到 d. 

1， 内 外 双方 的 微小 扰动 运动 当 财 间 增 加 时 螺旋 地 盘 近 极限 


环 , 在 这 种 情况 极限 环 是 稳定 的 . 
fo ! 
M 
(a) (b 


DAS 


GEN TSTEE 3 1:0 E- 3-3 
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2. ASPR H a pL shoe ER EHE ET BE PRODR, 在 这 种 情况 . 
3. — Jm eh C sie x ERR DEVE RR SRI 3; 30 ELT 
极限 环 , 和 在 这 种 情况 极限 环 称 为 半 稳 定 的 . 
极限 环 对 相 图 的 几何 结构 是 重要 的 .极限 环 一 般 表示 稳 态 条 
件 ， 全 部 胃 线 可 能 收缩 或 扩张 于 它们 .确定 极限 坏 位 置 的 解析 方 
法 实际 上 是 不 存在 的 ， 只 可 能 在 一 些 特 殊 情 况 求 出 极限 环 的 确 团 
的 性 质 和 位 置 ， 通 常 我 们 只 满足 于 确定 极限 环 的 存在 性. 例如 ,好 
果 我 们 能 够 找到 一 圆 Ci， 如 图 6. 8-2 Bros, 使 与 它 相交 前 一 切 软 
线 从 外 部 走 同 内 部 , X BEZE C. 内 找到 一 个 较 小 的 圆 Co EEEL 
线 从 内 部 走 阿 外 部 中， 则 在 两 圆 之 间 至 少 存在 一 个 极限 环 ， 有 时 
和 人 人 十 2 对 时 间 的 变化 率 可 用 以 决定 雪线 是 收缩 的 或 直 
张 的 区 域 . rap xu EE EE 
=t (1) 
is = —h(zi, 23) (2) 
r^ 对 时 间 的 导数 为 
dro c EET TIO oe iE Pass ! ^ -ACL 
| (3) 
1/5 ECL) COH ALCSO, 得 到 图 5.8-3 BRRR 


a 
[eh 29] (4y 


KERA n 和 zz 的 代数 表述 式 ,用 它 可 以 研究 在 胡平 面 的 从 个 区 
趟 内 轴线 的 收 第 和 扩张 .这 个 思想 可 用 下 和 傅 说 明之 . 


例 6.8-1 X xfi mk Aal Minorsky, 1947] 
j—€(1—y9$9--g-0 €-0 


T wah mE“ Ci Be ZARRAK ERA at, — HE. 
5.228. 
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degy—xnog—cxa| 
BELLI 
$,—EC(l—zz—t, 


:* 8328 [E 3E 


z 
B rl eh) 


T OREA i=l 起 变化 ， 由 于 《是 正 的 ， 在 arbol 区 域内 雪线 是 收缩 


的 , 而 在 区 域 21 内 雪线 是 扩张 的 ， 如 图 5.8-3 所 示 ， 所 以 范 德 坡 方程 显 - 
示 了 一 个 稳定 极限 猴 . 


图 .8-3 范 德 坡 方程 的 相 图 
上 面 的 确定 极限 环 存 在 的 方法 不 是 经 常 可 以 使 用 的 .一 般 说 ， 
来 ,还 没有 已 知 的 方法 用 于 确定 极限 环 存 在 的 必要 充分 条 件 . 然而 
有 几 个 定理 在 一 定 程度 上 可 以 使 用 《例如 参看 庞 加 菜 [1882j] 及 本 - 
迪克 生 [19013)， 


6. 9， 继 电器 控制 系统 

如 已 见 到 的 ， 相 平面 对 基于 状态 空间 的 运动 建立 一 些 直观 概 、 
念 在 几何 上 是 有 用 处 的 .我们 现在 把 这 些 髓 念 和 简单 继电器 控制 ， 
系统 的 设计 问题 联系 起 来 ， 此 系统 表示 如 图 6.9-1o, 继电器 的 输 


人 输出 特性 如 图 6. 9-15 Bros. 被 控制 系统 由 微分 方程 
' 229 » 
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| (b) 
6.9-1 HERRE iA Hii s Fs HRE 
P a. IEEE (1) 
所 撕 述 ， 如 图 0.9-1 所 示 ,y 是 输出 ,* 是 输入 , 它 限 于 到 秆 土 1 i 
GRUB EE Ti 4, 22 — jj. 月 的 蕊 转换 闫 起 BE ES TH Y. Aj SE 成， 
(OM ux eo 或 e>0 o SETS, 方程 (1) 的 解 容 Eft]. 
-将 与 方程 (1 为 


Le ba :或 rds — ada, 


yi B3 Zt HH 

T —zi(19) -2ur—2ur.Cij) (2) 

关系 并 (2 对 于 功 定 的 上 表示 一 族 坊 物 线 , 如 图 6. 9-2a X 5 IE, 

由 图 6. 9-1o RNE GRE US dE ec — y —:.- 所 以 所 要 求 

HE HIS H M4r Do0 usl R Aratau B8. 3-20 

是 这 个 反 供 系统 的 相 图 ， 福 党 E 
在 - -级 限 环 上 . 2538 S EE ya SERE. Pe Ahu C140 x= 一 

BUR HE. 转换 发 生 的 直线 称 为 转换 线 ， 在 这 个 问题 中 za "t 

RRR. READ AGO IUS ES. 


速度 反馈 
旁氏 同样 的 控制 系统 ,但 这 时 有 一 微分 器 放 在 反 遍 道路 上 ,如 
-+ 25) 
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Hio,9-2 fiib Z3 KiE HR E PLEX 
图 6. 9-36 所 示 ， 这 个 系统 称 为 速度 反馈 系统 . 对 于 这 个 系统 误 益 
信号 是 爽 个 状态 变量 mm 和 xs 的 线性 组 合 , 即 


e= —ġ— ky = — ty — Ëf, (3) 
由 继电器 特性 (图 0. 9-15), 我 们 看 到 妆 
z, + bx, —O | (45 
时 发 生 转 换 , 因为 
十 1 M ax. kt 
zb 当 mtbr >O id 
方程 (4) 是 转换 线 ， 这 个 系统 的 相 图 表示 在 图 6. 9-735 h, 
(a) : (5) 
Eis.9-8 JUR SUE ECC er da PP OR OE 
. 231 œ 
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正如 我 们 原来 所 送 望 的 , 这 时 运动 表现 为 收缩 于 原点 . A RE 
意 到 当 - -过 转换 线 ， 思 线 的 斜率 成 为 等 十 或 小 十 转换 线 的 大 E, 
RI M4 
debui —k 《在 转换 线 上 ) 


-一 种 不 定 情 这 出 现 了 ， 在 图 人 9- 招 的 半点 表示 这 种 情况 . 普 这 动 
趋 于 4 点 时 ;控制 信号 是 4= 一 1 "pnus RM, u 转换 
IEL a EAR u R+ I AARAA EREA u= HE 
bR MUA gaap, 以 臻 运动 仍 个 留 在 4 点 (?)， 实 
妹 上 和 刀 这 里 叙述 的 理想 的 继电器 是 不 存在 的 ， 大 部 分 继电器 将 显 
坟 灌 区 及 后 冲 特性 . 当 考 察 了 这 些 特 性 之 后 [Graham 和 McRuer, 
1961], 不 定 的 继电器 转换 情况 才能 更 好 的 得 到 了 解 ， 我 们 把 这 些 
问题 留 给 读者 (习题 6. 22). | 


6.10. iiis | 

fhaxk-ocERBGENUBHETGAR BEA. HAARET N E 
要 线 的 方法 介绍 了 - - 些 直 观 的 轩 炉 ， 从 概念 上 说 ， 这 些 运 动 的 想 
法 可 以 推广 到 维 空间 ， 其 中 特别 有 兴趣 的 是 平衡 点 的 思想 和 在 
-这 些 点 的 邻 域内 的 运动 。 我们 定义 了 状态 空间 肉 的 点 为 孤立 点 、 
简单 点 以 及 正则 点 ， 并 讨论 在 这 些 点 上 和 这 些 点 周围 的 运动 ， 为 
了 研究 在 茶 些 参考 点 的 微小 分 域内 的 运动 ， 我 们 “线性 化 ”了 这 些 
系统 ， 

在 讨论 某 个 参考 点 的 微小 邻 域内 系统 的 运动 中 ， 引 入 了 稳定 
性 的 概念 ， 稳 定性 的 直观 定义 强 滑 了 系统 的 状 想 是 有 界 的 ， 即 停 
留 在 初 态 的 某 个 微小 邻 域内 ， 然 后 对 于 定常 自由 线性 系统 利用 上 所 
系统 描述 矩阵 的 特征 值 建立 了 一 些 定理 . 

在 定义 6. 6-1 我 们 给 出 任何 自由 线性 系统 的 稳定 性 的 正式 定 
-+ 2322 
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X, JESERRIBS —EEGH OCBSAEBR, MB XT EIERACRHR AT RU 
稳定 性 并 且 不 予 证明 给 出 一 个 统一 的 定理 .这样 ， 在 这 一 音 里 我 
们 举例 说 昌平 衡 点 与 稳定 插 的 思想 ， 首 先是 借助 于 相 空间 的 几何 
学 ， 然 后 推广 这 些 思 想 并 胡 以 抽象 而 形成 一 些 定 交 和 建立 一 些 定 
H. 我 们 给 出 线性 系统 的 稳定 性 以 十 分 广泛 的 讨论 。 然 而 读者 可 
AR EERTE FE 6.6-6 所 介绍 的 更 详细 的 结 
和 在 许多 情 训 ， 系 统 的 详细 镀 究 最 好 利用 数字 计算 机 或 模拟 计 

HARRAH CR, dub XR BEES CX STE | 

Xx-f(x,u,t) (1) 
或 

去 一 ACE xX 十 BCt)n (2) 
HT EA Er d£ Fl Runge-Kutta 85 9e fá i ES 7; 2 ABI 2L Hildbrand, 
1956 |, RE ERRI E ECRIRE AIF. MAufEE Ti 385 2 
前 最 好 是 镍 高 笔 和 纸 对 系统 41) 或 (2) 作 初步 的 近似 研究 .如 果 (1) 
或 425 可 用 二 附 系 统合 理 地 近 氢 , 这 -* 章 中 相 有 平面 概念 就 碟 为 有 用 
的 了 ， 共 演 如 果 问 题 中 的 系统 是 非 线 性 的 ,8 6. 5 的 线性 化 技巧 可 
对 运动 得 出 某 些 信息 ， 按 照 这 些 近 亿 技 瑟 我 们 通常 能 够 预料 计算 
机 解 尘 的 某 些 方面 . 因此， 在 为 计算 机 编制 程 霸 时 很 可 能 发 全 误 . 
2. 预料 的 结果 可 以 用 于 识别 某 些 设计 误差 mE 
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习题 


6.1. [FH RH 
j--y—3-—9 T,—H4. T,;—H 
对 于 初始 条 件 
Vo | d 2 Ü —2 —4 


HHE EPLi: H gaaet HAER. 
l rap ay d ns wy 二 vs ws 
答 : 5 t. $i gi) za ya) 
6.2. ERAM 
= 234. 
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+ý ty- = — z,—y, nak 
ByiHcEgudhi£kE, Aina 6.7 RER PF. 
6.3. {FEH 
Ó--€Ó sing =0 z,—480, — 
Br 3k B3 ER. JO EE s TR BEL, Hp 670 [B fH. 


6.4, JR (6.3-3) SHERRET LRA TE UR TAS. PETH 
数 , E 


hod Rn) a 
$i ix E 


H RHI ik, — RLAR E EEE. daik a (P597; R9 EX [A 
并 在 家 平面 上 作出 对 应 的 代数 iR, IX Seh £E ER ptt tk [Graham 及 
McRuer, 1961]. fH JL SARERA. E OL PL ERE B i E On S ERO E 
AL PZBVARDUE o iitat— 4&5 EE LA fR E ism. 
a WESE ikt H RR Hki E ER. 
b. MAREEA S.I. 
6.5. TIS SR CS nog. 4), TR UL ER DE S SE 
j--ej-Fbg-—0 
AREL t z= 及 入 一 如 并 考察 5 b ne RR, 
a. d=3,  b—2 
x2, b=2 
a= —3, b=2 


OD ANg E 
2 
i 
| 
to 
ud 
il 


g. g0, b=0 
"B ESuBG::-—2,—1,0,1,2; z,—1. 
6,6 RETE n=y+ý Eco, TIF TE G.5a. 
6.7. a. {E 3# 6.5g, fH h 
HE HE 
LI i — À; i| Is: 
ELTRA RH. DE 4;,— —2,4——1,3F-E Xon = —2, —1,0,1,2.. 
. 235 = 
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PILAM 


5。 重 作 习 题 6. 5e， ,但 如 习题 6. 7a — ERRER, FEER fE zl 一 
—2,—1,0,1, 2, n=l; z—-—2, —1,0, 1, 2, z,—1,. ib A,-—2KX 


A= 1. 
6.8 gq， 二 防 系 统 上 其 有 状态 变量 4 一 y 及 二 WEE A 
t—1, 起 由 
tug 
Lanes M 
给 出 的 . 
b. X RC g——1, fg. Gd. E (qa, XX HEX (4) — (0, 20 I xtti) 
—(ü, —2). 
6.9. HER 


dre (0 Xy 93) g 


的 系统 , 试 证 雪线 的 瞬时 曲率 中 心 是 在 
Tie— gp (21) Tas 0 
HiybMENADERHP-—-TAAIEIEBISE. MAE, 考 虚 到 事实 : 离开 一 点 的 轨 线 将 
- 绕 对 应 瞬时 其 率 中 心 旋 转 . ox T ERI SPICE SURE RE Graham A McR uer, 
1961]. 提示: 在 nz. 平面 上 作出 mg ird mao 一 0 并 证 明 


Tam Erp 1 
Ti — X i 


a Bx x 20,2) 6. 4. 
6.10. Hiseshe4EBEHPE CE 8L 21É 6.9) 作 出 系统 
$+ Pe go —4 
的 要 线 ， 这 里 8 让 给 出 在 图 P 6.10 中 ,注意 到 在 相 坐 标 平面 i 一 六 2:4) 
-上 作出 z.— —2. 是 方便 的 . en | 


P 6.10 


„a 2365, 
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.11. XT FDRSEBDER RI ERE, EHHA, . 
a. j--yj--2y—3t*—1 
b. M ggd-2y—$—0 


EN T1354— Ti 
C. : 
Ta TiTa, — Ts 


ch 


F Ba Sin Ea | 
"iIs$,] leosz, —sinzz | 
i, —1 Č BUE 3 
d Iz 
d i E od cd 0 f; +i 32 
Lf. | Ü —5. ig | 1 
SM bi 
£. B 2 ta l 
b 
0 


a 
[oed 
sr d 


i £, Ta 
il jp, 
Za — ti — i3 


6.12. HEEGEIE AUR 725 HE UESE JE 6.11 HARA AFE aA ES 
定性 . 

6.13. AA 6.3-1 中 的 系统 的 稳定 性 ， 兆 利用 定理 6.8-1 再 利用 定 
H 6. 6-5. 

6.14. EIAI 8.3-1 b RADHE, HEEE Xr =0 R r = 


9 
= 


6.15. TER A (0, 0) 38 6.3-2 中 的 系统 线性 化 , 并 如 习题 5.13 一 样 
过 论 它 的 稳定 性 ， 在 平衡 点 (x， 人 把 此 系统 线性 化 并 利用 习题 5.13 所 提供 
的 两 个 方法 再 讨论 在 这 一 点 的 稳定 性 . 

6.16， 对 例 6. 3-2 中 的 系统 求 非 线 性 剩余 EA .5-1 380. BR AR 
p LER MT: 
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6.17. ETR AC, 0 0), (0, 0, 0 C71, 0, OBJ GU SPI A H p 
6. 5-1 中 的 系统 的 稳定 性 . 

6.18. TEER CO, 0) RA 6. 5-2 中 系统 的 线性 近似 式 . 

6.19. P] 6. 6-2 mb n =y JE nat CRRGSZEEROTERE DG 5x OUR RA 
BME[. RIER ERR, 

6.20. WIER% 


Pa la-d- z,—2, Iul . | w=0 


有 一 个 极限 可， 它 是 稳定 的 还 是 不 稳定 的 ? 求 所 有 的 平衡 点 并 将 共 分 类 . 作 
HHE. 

AG. ritr =l 基 一 个 解 . 

6.21 CR BOR ARWGR JB 5.20 11589 75 8E T EE SRI ECT DO 02 
E. ELERA TEH BT RRR ERGY 

a: Ah miz Ahm — (1+ sinZt Az — (1+ tos2i) Az, t Au 

6.22. 作出 如 图 P 6.22 Bros HE ro E RAE m, 2, ERR (0 Y, n= 
pobütimi. d AckH Ht SEO FER E, 其 次 求 出 在 对 应 于 定常 继电器 输出 
前 区 局 中 前 运动 方程 ， 对 于 对 应 于 { 动 及 (o) 中 的 继电器 的 每 一 个 系统 , 研究 
MPAA: 单位 反馈 H= 及 速度 反馈 E= 求 转 换 线 上 继电器 将 盘 . 
HIE" EU HS SUEDE, [Graham 及 MeRuer, 1961]. 


E Po.22 


6. 23， 在 图 5.9-3«a Biz B ER SES BLEU. EH OC EE FH 
LEIIE | | 
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z= 1 sign $gy 


IGXVEGPEMEBAU. Hu x(00-0,0)f] 35: 21 5 (00, RSS, AE 
— x, ili Z BUS E IE ES SCARE EA 
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第 七 章 ” 李 徐 普 诺 夫 稳定 性 


1.1. Sly 


E $ 6.5 我 们 过 论 了 有 关 稳 定性 的 一 些 基本 想法 ， 在 $6.6 介 
绍 了 李 雅 普 诺 夫 第 一 方法 并 且 建 立 了 决定 平衡 点 稳 定性 的 必要 和 
充分 条 件 。 我 们 基本 上 限于 讨论 线性 系统 ， 换 言 之 ,在 36.6 建 江 
的 稳定 性 条 件 应 用 于 微小 和 运动， 它 充 分 地 摘 述 了 在 平衡 点 邻近 的 
线性 运动 .我们 又 看 到 定 前 线性 系统 只 依赖 于 特征 值 ， 所 以 线性 
定常 系统 的 大 范围 运动 的 稳定 性 可 和 窜 易 地 建 这 , 

另 一 方面 浙 定 非 线 往 系 统 的 类 范围 运动 的 稳定 性 是 困难 的 , 
原则 上 ， 大 范围 运动 的 稳定 性 能 够 由 李 雅 普 诺 夫 第 二 方法 或 李 雅 
普 诺 夫 直 签 方 基 来 决定 ， 然 而 我 们 将 要 看 到 ， 第 二 方法 只 是 建立 
了 稳定 性 欧 充 分 条 件 ， 在 这 一 如 里 ， 给 出 稳定 性 的 正式 定 多 并且 
介绍 李 雅 普 诺 夫 函 数 ， 然 后 和 相 空 间 内 稳定 边界 概念 一 道 介 绍 了 
第 二 方法 ， 最 后 介绍 了 对 于 几 个 控制 系统 作出 李 雅 普 诺 夫 浪 数 的 
例子 . 

一 般 说 来 ， 稳 定性 的 观念 是 旺 为 模糊 和 的。 依照 所 希 定 义 的 稳 
定性 而 有 不 同 的 意思 ， 考 察 下 面 各 种 学 科 中 的 稳定 性 也 圩 是 有 趣 
E: 天 文学 家 甘心 的 基 右 星 的 扰动 运动 . 化 学 家 赋 究 化 学 反应 
移 速 度 及 稳定 性 ， 商 人 关心 股票 行情 的 涨 落 ， 心理 学 家 分 机 人 
的 行为 移 稳 定性， 电子 工 程 师 为 无 线 电 广播 设备 设计 稳定 的 振荡 
器 ， 控 制 系 统 工程 师 设计 高 精 弃 的 位 置 随 动 系统 。 数 学 家 结合 数 
学 结构 假设 边界 尔 数 与 收 剑 条件。 这些 例 子 说 明 稳 定性 必须 按照 
预期 的 用 途 来 定义 ;并且 一 种 定义 可 与 另 一 种 定义 先例 不 同 .读者 
* 240 + 
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可 能 对 稳定 性 有 一 些 先 人 之 见 ， 为 了 消除 这 些 仿 见 ， 考 察 下 面 的 
PIT, 

例 7.1-1 RARR r ERTEN, LATRA k 问 全 部 存 
Roe 是 多 少 ? 在 连续 的 些 础 上 , 方 框图 7. 1-1 是 这 个 系统 的 表示 法 ， 反 僻 路 
线 表 示 利 息 加 在 或 复 算 在 存款 中 . 9 c 问 的 关系 是 


e 1 ' 
Ta] 《六 
若是 一 个 阶 牙 国 数 rit), 则 全 部 存款 是 
eC) — Ce 1) k0, £20 (2) 


"E YEER IE B Ti 5625 35S, 


图 ?.1-1 Sfr EM Eh AE E 


RSM EP. DET. 1-1 的 系统 是 稳定 的 , 因为 是 的 就 是 要 有 不 
Bram sex. 天 一 方面 , 控制 系统 工程 师 却 说 方程 (1) 是 不 稳定 
的 ， 因 为 它 有 一 个 特征 值 或 极点 在 右 兴 平面 .这 个 例子 着 重 培 明 
稳定 性 只 不 过 是 一 种 观 扩 . 

在 本 童 里 给 出 对 系统 工程 有 广泛 应 用 领域 的 稳定 性 定 光 .我 
们 看 到 在 稳定 性 的 研究 中 有 两 个 基本 观点 , 即 - 

L 运动 的 界限 或 边界 . 

2. 问题 中 的 时 间 区 间 .， 

一 般 , 如果 系 统 在 所 要 求 的 操作 时 间 内 运动 是 有 界 的 ， SUE 
统 是 稳定 的 ， 在 本 人 章 中 我 们 首先 讨论 由 李 雅 普 诺 夫 定义 和 发 展 的 
稳定 性 ， 研 究 的 方法 称 为 李 雅 普 诺 夫 第 二 方法 或 直接 方法 ， 下 便 
说 明 与 李 雅 善 谨 夫 稳定 性 有 关 的 一 些 物 理 概念 . 

例 17.1-2 +H 

gvtfG 9g -h0n) —0 (3) 
e 241» 
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捞 写 的 二 阶 非 线 性 系统， 方程 (3) 是 MO 
如 图 7.1-2 所 示 的 力学 系统 的 微分 广 RE sm | 
程 . Jn "10 
现在 提出 如 下 问题 : 在 什么 条 件 
下 这 个 系统 的 运动 是 稳定 的 ? 让 我 们 9| 
从 研究 比 系统 的 能 量 开始 ， 设 想 运 动 
的 总 能 重信 是 动能 (KE) 加 位 能 (PE), 
儿 常 是 正 数 (如 果 在 平衡 点 的 位 能 规定 
为 零 , 这 是 正确 的 ). 今 者 总 能 量 对 时 间 pr 
的 谈 化 率 是 负 的 (总 能 量 常 在 三 少 ), M BE 
运动 是 稳定 更 , 因为 系统 最 终 特 走向 静 图 7.1-2 FRERE- HEDERA 
北 ， 而 且 和 如果 能 量 对 时 和 间 的 变化 率 是 零 , 运动 将 不 会 无 限 增长 ,在 此 情况 我 
们 也 说 运动 是 稳定 的 ， 在 数学 上 , 总 能 县 是 


Q:BBAT -/o y) 


V-KE4PE—— +ROD d£ (4) 
B 

及 六 对 时 间 的 变化 率 为 

V -—44-- $5) 
ASEDH yg fA AH 

Y -4L—£f, 323 —h G0 十 为 (的 (5) 

x 

P= -fij Dy 


为 了 使 系统 是 稳定 的 , 只 要 能 旺 是 正 的 ， 即 

(D v0, m[ aaro | 
ERE Nx ENCORE TUS ERE: 

| (ID. VKo, 8 f, 3220 
梨 件 (D 指 出 兴 性 力 必须 总 是 指向 平衡 点 (9 一 j= 中)， READ 指出 阻 尼 力 总 
明 与 运动 反 向 或 者 为 等，.. 

在 上 面 的 例子 中 , 我 们 找到 和 标定 性 的 充分 条 件 , 得 到 的 结果 正 
如 直 浙 上 所 预 斯 的， 由 此 例子 我 们 看 到 两 个 基本 和 结果: 

1. 论述 了 一 个 十 分 普遍 的 问题 ， 项 和 和 了 ty 20 RE RUE 
分 广泛 的 一 类 非 线 性 系统 . 
。242 ， 
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Z. GAUL UAE Ve EUR H ERI HO DT RE, AZ ACT 
方程 | 
在 此 例 中 我 们 试图 说 明 或 建立 的 是 直观 的 或 物理 的 稳定 性 
族 念 ， 李 雅 普 庄 夫 第 二 方法 或 直接 方法 可 以 认为 是 能 量 概 念 的 
推广 

稳定 性 的 原始 问题 起 源 于 吉 典 力学 的 初期 ， 在 下 节 中 我 们 插 
入 一 段 简 临 地 介绍 这 个 问题 的 历史 醒 匀 ， 愿 党 过 续 地 作 分 析 讨 论 
的 读者 可 进行 $ 7. 3, WE AE BERE. 


1.2. Bst BERE 


运动 稳定 性 的 分 析 研 究 是 一 个 十 老 的 问题 第 顿 (1642 一 
1727) 撕 册 他 的 太阳 系 和 运动 的 数学 模型 时 就 遇 着 这 个 问题 . 虽然 
牛顿 已 经 在 1665 年 和 1666 FREER, OTESH 
他 的 万 有 引力 理论 的 基本 原理 , 但 他 一 直 设 有 发 表 , 直到 1686 年 ， 
即 二 于 年 之 后 才 见 于 他 的 “原理 ?第 一 卷 中 ， 在 这 一 卷 中 考察 了 在 
自由 空间 中 质点 或 物体 在 已 知 轨 道 或 已 知 力 的 作用 下 的 运动 ， 特 
别 是 计算 了 干 挠 力 如 何 影 响 的 问题 ， 推迟 发 表 的 原因 只 是 一 种 推 
测 ， 三 种 最 流行 的 推测 似乎 是 如 下 : 

1， 因 为 牛顿 是 实验 主义 者 , 他 自然 试图 把 他 的 引力 理论 

与 月 球 雪 道 的 计算 联系 起 来 ， 如果 用 1666 年 所 知道 的 地 球 直 

径 和 到 月 球 的 距离 的 数值 去 计算 月 球 落 向 地 球 每 种 所 走 的 距 

离 , 将 出 现 百 分 之 十 二 左 在 的 误差 .大 约 后 卡 认 为 这 个 误差 太 

大 了 ， 地 束 的 前 德 和 到 月 球 的 距离 更 精确 地 确定 正 是 在 “ 原 

理发 表 必 前 ， 这 个 新 的 数值 缩减 观察 误差 近 于 百 分 之 三 . 

2. "fefe A LX A — I E Bb ER TR HER A6 09 A 

限 药 大 小 ， 在 1666 年 牛顿 壕 不 知道 把 地 球 内 每 一 个 质点 对 月 

球 的 引力 可 以 加 起 来 去 决定 总 的 引力 ， 在 1685 年 牛顿 遂 过 微 
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积分 的 发 明 发 现 ， 当 一 个 球 内 任 一 点 的 窗 度 只 依赖 于 此 点 到 
球 心 的 耻 离 时 ， 那 么 这 个 球 对 外 界 一 点 的 引力 好 像 是 整个 质 :- 
量 集中 在 它 的 中 心肝 所 产生 的 
3， 因 为 在 " 原 至 ”中 上 生 额 关 于 其 它 天 体 对 月 蒜 运 动 的 于 
HERCA T — ER, 也许 他 已 经 甘心 到 运动 的 稳定 性 .在 
二 体 情况 ， 牛 瑟 详 细 地 阐述 了 由 运动 的 微分 方程 可 以 得 测 精 
悄 的 封闭 形式 的 解 ， 这 个 和 解 不 包含 永年 项 (当时 间 增 大 肝 是 
无 限 的 ), PrELJES ERU. SEA — DE 2 de UK np E P 15 9819 
封闭 形式 的 解 ， 所 以 不 能 直接 决定 稳定 性 ， 正规 的 方法 是 用 
扰动 方法 处 理 第 三 个 物体 的 影响 .一 阶 扰动 是 否 是 充分 的 或 
二 阶 , 三 阶 等 项 是 否 必 须 包 所在 内 的 问题 并 没有 解决 . iX BIO 
动 方法 迄 来 发 展 到 能 作出 这 些 结论 . 
考察 整个 太阳 系 时 , 力 是 那样 多 ,在 位 置 上 那么 变更 不 定 ， 在 
强度 上 又 那么 不 同 , 后 顿 提出 他 韵 系统 的 数学 模型 的 稳定 性 问题 ， 
sk P. HAMR (1707—1783) — A BU A HERR — "ICE 21839 
手 经 党 人 和 介 人 来 修正 由 于 所 有 物体 互相 作用 引起 的 干扰 , HI A 
和 土星 的 明显 的 不 稳定 运动 尊 由 欧 拉 和 控 格 天 日 (1736 一 1813) 研 
究 过 、 实 验 数 据 揭 示 了 月 球 和 木星 的 平均 运动 的 稳 态 加 速度 的 存 
在 性 ， 而 在 土 旦 的 平均 运动 中 有 一 个 同样 离奇 的 减少 ， 看 来 仿佛 
土星 最 作 忆 离开 赤 阳 系 , 术 星 要 沪 入 太阳 中 ， 月 球 要 落 在 地 束 上 ., 
在 1784 年 拉 普 拉 斯 (1749 一 1827) 证 明了 所 观察 到 的 士 星 与 木星 
的 永年 运动 只 是 周期 运动 短暂 的 一 段 , 其 间 期 天 约 是 850 年 ， 这 个 
结果 的 得 出 是 考虑 了 两 全 行星 相互 作用 所 引起 的 拇 应 的 侦 心 率 的 
三 阶 扰动 在 1787 华 拉 普 拉 斯 解决 了 月 球 的 明显 的 不 稳定 运动 
问题 ， 他 能 够 证 明 肯 球 加 速度 俯 赖 于 地 球 轨 道 仿 心率 的 变化 ， 这 
承 消 除了 基于 太阳 系 的 稳定 性 的 一 切 怀疑 ， 用 来 解释 太阳 系 中 的 
一 其 运动 的 万 有 引力 定律 的 普遍 正 福 性 似 平 是 被 矿 认 了 ， 到 于 时 
244 
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Tide ROBEU Po fib B. ECRIDB ^F 238 2] DEREN UK EE TREES 
定 的 ， 并 且 在 这 种 阁 义 下 感到 没有 必要 诉 诸 上 帝 ， 最 后 发 现 业 有 阳 
系 是 一 个 完整 的 机 构 ， 解 释 赤 阳 系 稳定 性 应 归功 于 拉 格 朗 日 和 拉 
普 拉 斯 二 人 ， 拉 普 控 斯 二 十 四 岁 (1773 年 ) 时 证 明了 ， 如 果肉 溢 虑 
轨道 偏心 率 的 一 共和 二 阶 千 扰 ， 两 个 行星 相互 运动 是 稳定 的 ， 在 
1776 年 拉 格 朗 日 证 明了 对 任何 阶 的 干扰 运动 是 稳定 的 ， 所 以 可 以 
说 拉 格 朗 日 和 拉 普 拉 斯 是 “运动 稳定 性 ”的 葬 基 者 ， 因 为 他 们 提出 
这 个 问题 的 具体 解法 ， 牛 顿 只 是 第 一 个 认识 到 稳定 性 问题 的 人 .， 

拉 糙 朗 日 辉煌 的 贡献 是 提出 一 个 重 天 的 而 不 同 于 牛顿 、 欧 拉 
和 拉 普 拉 斯 的 方法 ， 这 些 人 的 注意 力 只 向 着 运动 方程 的 求解 。 当 
一 个 微分 方程 的 解 已 经 找到 时 ， 可 考察 此 和 解 是 否 对 全 部 时 间 是 有 
界 的， 美 中 不 是 之 处 是 : 绝 大 部 分 的 解 是 很 难以 求 出 的 , 即使 它们 
是 完全 可 以 求 出 的 。 拉 格 朗 日 提出 的 想法 是 运动 稳定 性 好 多 能 够 
由 匆 分 方程 的 结构 来 决定 ， 因 此 求解 的 必然 性 就 消失 了 ， 特 别 是 
他 证 明了 如 果 送 动 的 总 能 量 是 个 常数 ， 则 在 最 大 位 能 邻近 的 运动 
是 不 稳定 的 , 反之 在 最 小 位 能 邻近 的 运动 是 稳定 的 . 

在 大 约 一 百 第 轩 期 里 稳定 性 问题 的 研究 处 干 停滞 状态 ， 在 
1T868 年 马克 斯 韦 尔 发 表 了 论文 “关于 控制 器 *”， 他 对 几 个 普通 的 燕 
气 机 控制 器 用 送 动 方程 的 线性 化 方法 论述 了 稳定 人 性 问 题 ， 击 且 注 
意 到 在 这 种 情况 下 对 应 的 特征 值 有 负 实 部 ， 存 1877 年 罗 兹 发 表 了 
关于 线性 定常 微分 方程 稳定 性 的 论文 ， 他 证 明了 决定 系统 的 稳定 
性 只 需要 考察 导 数 的 系数 而 不 必 求 出 解 来 ， 替 尔 维 落 重 新 发 现 林 
罗 兹 的 稳定 性 条 件 并 发 表 于 1895 年 ， 庞 加 菜 (1854 一 1912) 发 展 
了 有 美 稳定 性 的 拉 格 朗 日 的 能 景 概念 ， 庞 加 莱 应 用 了 从 拉 桔 朗 日 
时 代 以 来 的 潜 干 新 的 数学 概念 研究 天 体力 学 . 在 前 儿 章 里 介绍 的 
状 志 空间 概念 ， 儿 何 学 和 和 记号 使 得 由 李 雅 普 诺 夫 所 发 展 的 一 般 稳 
定性 问题 的 形成 莫 定 了 数学 基础 
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— E 3 i (1777-1855) fT HH, 数学 家 们 很 少 把 注意 力 放 在 
数学 的 严格 基础 上 ， 在 “算术 的 研究 ”中 高 斯 对 数论 作 了 严格 探 
讨 ， 从 此 以 后 在 数学 中 风行 一 时 的 是 检查 和 建立 早期 工作 的 严格 - 
基础， 由 于 这 些 实践 ,经常 出 现 推广 到 一 般 化 的 问题 . RES A e 
普 诺 夫 (1857 一 1918》 的 情况 就 是 这 样 的 。 在 1893 年 发 表 了 各 为 
“运动 稳定 性 的 一 般 问 题 "? 的 李 雅 普 诺 夫 的 博士 论文 [Lyapunov， 
1893]。 稳 定性 问题 表述 为 一 个 一 般 的 问题 ,同时 也 给 出 了 严格 的 
HEB. 以 前 庞 加 菜 曾 提出 稳定 性 问题 的 严格 解法 ， 但 是 缺乏 李 雅 
i153: 85 — Rx IE, 

稳定 性 问题 再 次 停滞 下 来 ， 显然 既 没 有 列 的 数学 家 在 过 夏普 
诺 尖 的 发 现 上 努力 ,也 没有 有 物理 学 宗 和 下 程 师 做 过 这 种 努力 , AR 
当 工 程 领域 开始 扩展 到 动态 系统 的 设计 , 如 飞机 ,电子 设备 及 自控 
系统 ， 又 遇 到 了 稳定 性 问题 ， 早 在 1922 年 美国 人 米 庶 尔 斯 靶 发 表 
了 一 篇 关于 自动 控制 船体 的 稳定 性 在 航海 上 应 用 的 论文 ， 后 来 在 
1932, 尼 计 斯 特 发 表 了 了 论文 “再 生理 论 ", 其 中 提出 了 线性 反馈 系 
统 的 精确 的 稳定 性 条 件 ， 这 些 论 文 标志 着 在 西方 世界 对 反馈 稳定 
性 问题 和 始 正式 重视 了 . 

由 于 尼 奉 斯 特 稳定 性 准则 是 人 对 线性 反馈 系统 的 ， 它 们 的 使 
用 受到 一 些 限制 、 在 1929 年 , 5E b cde E JHBE RT JT HER HE A 
统 也 可 用 于 线性 系统 的 奉 雅 普 诺 夫 稿 定性 定理 着 手 千 稳定 性 问题 
的 研究 ， 从 此 以 后 ， 在 苏联 利用 李 雅 普 诺 夫 第 二 方法 或 直接 方法 : 
去 分 析 和 设计 反馈 控制 系统 做 出 了 大 量 的 成 果 . 


1.3. 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 概念 


TUTTA E EHE 7 BE 
& —f(x, u, í) | 
y --g(x, u, £) d 
+» 2469 
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ACRI ETERNA UDGEMJSSIE, Sup dtu 是 假设 施 
fi BERG.) EB. EUN EOXUEES ad. 
由 定理 5. 3-1 IRURE -- fX CE). 

SR dox RR EH WEAOECEBEWALIS de REL. E 
nS dos x GG) —x,GOUL RS BUS zx (t) x,CUE — eme 
用 时 间 内 可 以 求 得 令 人 满 音 的 或 合适 的 边界 , 则 方程 (1) 就 称 为 是 
稳定 的 .根据 边 界 来 探讨 稳定 性 问题 , 可 得 到 重大 的 好 处 : 不 必 求 
解 微分 方程 就 可 断定 稳定 性 ， 需 要 研究 的 只 是 微分 方程 的 结构 . 

李 难 普 诺 夫 稳 定性 是 由 考察 参 考 轨 钱 Er(t) 附 近 的 受 扰 轨 线 
x(G)—x)KE X RA $9.40 668.5). RATE x (Go) 微小 
改变 所 引起 的 扰动 是 容许 的 ， 这 个 扰动 表示 为 X(t0) 一 Xr(to)., 控 
制 矢量 w 作用 于 受 近 动 运动 和 未 受 扰 动 运动 二 者 . A 
秀 线 与 参考 轨 线 如 图 7. 3-1 所 示 ， 现 在 给 出 稳定 性 的 两 个 定义 ， 
它们 是 定义 6. 6-1 的 一 般 化 ， 


图 7. 3-1 兴修 普 诺 才 稳 定性 的 图 和 解 


定义 7.3-] BRATE RIF x x, Ci) A E 
动 运 动 xix) 875 UR x ERER AREATA 
的 , 如 果 对 于 任何 62-0 12160770, 使 得 当 
Lx Cto) —x. so 
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EIUS 

[x(£)—x.(GD[«e 对 一 切 tt, 
定义 ?7.3-2 参考 轨 线 x-(?) 在 李 雅 普 诺 夫 党 义 下 是 新 近 稳 定 -; 

的 , 如 采 它 是 稳定 的 且 

lim [x(£)—x,(1)] —0 
图 7. 3-1 ULB] fk dETEE IE ACA X. TAERE. KAR 
示 受 扰 初 始 条 件 的 边界 , 区 间 26 表示 受 扰 运 动 的 边界 ， 要 注意 移 ” 
是 这 些 定义 并 未 限制 在 有 限 肝 间 区 间 内 . | 


1,4. 自治 系统 的 稳定 性 
为 了 研究 稳定 性 ， 我 们 在 状态 空间 内 考察 方程 (7. 3-1) 的 运 
动 .为 使 讨论 尽 可 能 简单 , 我 们 将 考虑 由 方程 
x —f(x) (1) 
表示 的 自治 系统 , 并 且 集 中 注意 力 于 平衡 点 xe 的 邻 域 吾 内 微小 受 
扰 运 动 ， 回 想 x, 是 方程 (1) 的 平凡 解 , 并 且 起 到 7. 3 的 定义 中 参 
沽 负 线 ,的 作用 ， 其 次 ,如 $6.4 所 讨论 的 x。 常 可 取 作 原点 而 不 
类 一 般 性 、 下 列 两 个 定义 是 87. 3 中 定义 的 特殊 情况. 
定义 7.4-1 对 于 方程 (1) 的 自治 系统 , 原点 xe=0 是 稳定 的 ， 
如 果 对 任何 62-0 雁 在 56>>0 使 得 当 
ET «ó 
有 
Ix|-e HF > 


limIx(|—0 — 
HA e 可 以 是 任意 小 的 ， 这 些 定义 只 适用 填 在 原点 附近 微 水 
受 扰 运动 ， 图 7. 4-1a 用 图 形 说 明了 定义 7.4-1 的 想法 ， 图 7. 4- 
«248 。 
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B] 7.4-1 dep E 
DEAF EBpDRERETEASLÍpEEE, F s hA ERROR OE 
xo, 半径 e 的 贺 确 是 了 受 扰 运 动 x(t) AR WMR t ATAR 
Msz T NOR 系统 是 渐 近 稳定 的 ， 让 我 们 考察 下 列 便 子 ， 

例 7.4-1 考察 一 阶 系统 一 吉它 的 运动 为 

tt) = re norit 
没有 只 趣 的 时 间 区 间 是 2,—:,— 10 秒 ， 再 设 ]o| 的 最 大 充 许 值 是 100、 在 实 
HELF, 对 满足 

Iz Elote" 

BERAI, 系统 是 稳定 的 ， 然 而 当 Loro, Xa xp RE, 因此 在 李 准 普 诺 
夫 意 广 下 是 不 稳定 的 . 

到 此 为 止 我 们 的 稳定 性 定义 只 应 用 于 微小 受 扰 运 动 或 局 部 运 
动 ， 通常 “大 范围 ? 运动 也 是 有 兴趣 的 。 关于 大 范围 运动 ， 一 般 机 
ja]: 对 应 于 人 在 何 初 态 x Ct — xo 无 论 多 大 , 方程 (1) 的 任 一 和 解 xCU) 
— bem 给 出 下 列 定义 


EVE Lue A JU E 


pw 因为 它 豪 味 着 原点 是 
-系统 的 唯一 平衡 点 。 所 有 的 加 线 都 收 纵 于 原点 。 一 个 较 少 限制 的 
e 249 7 
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AE EI BRI Rog IAM: 

XXL7.4-4. 自治 系统 文 =f(x) 是 拉 格 朗 日 "n 如 时 所 有 
的 解 x(t) t 增 大 时 保持 有 界 ， 这 对 任何 初 杰 必 须 成 立 . 

拉 格 朗 日 稳定 性 充 许 有 一 稳定 揭 极 限 环 ， 它 包装 着 任意 个 数 


的 稳定 和 不 稳定 的 平生 点， 下 例 说 明 稳定 性 指 一 些 慨 念 . 


BiT. 4-2 ÆR 7. 4 给 出 的 投 分 方程 四， 状态 变量 下 n =y Kcu. 
短 个 系统 只 大 一 个 在 原点 的 平衡 点 ， 每 个 系统 的 运动 彬 图 画 在 图 7.4-2 中 . 


x: 7.4-1 
E? 统 t g | fà xz 性 
jtg-o WARE: SEET 4-26G，| AEE AEA 
| NOE EA sie. 
j-j--y-0 参看 图 7. 4-25. KARRE EA. 


g—üu-s35gTtg-—O mii H IL fi aA HERRI d ia ESO AE 
7.4-2c tax. 


Er 


(a) 


e) 


Ere 各 种 售 定 性 定义 的 例子 
在 正式 提出 可 雅 普 诸 夫 的 直接 方法 或 第 二 方法 之 前 ， 此 时 定 
AXENEBWXIEOEÉxIiB6. RME POAÉBoOXmSg. 
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1.59. ESTERI AGAAE 
Aue fl 7. 1-2 所 讨论 的 ,直观 上 很 显然 , 如 果 在 平衡 点 附近 系 
阐 的 能 量 对 时 间 的 变化 率 是 零 或 负 的 ， 则 系统 是 稳定 的 、 在 这 个 
例子 中 我 们 定义 了 正 的 标量 阔 数 ， 它 对 时 间 的 变化 率 为 零 或 为 
负 .这 个 函数 使 我 们 能 决定 稳定 的 条 件 . ze XR ei de o a XE HE TER 
论 是 能 量 概念 的 推广 ， 在 自治 系统 
x—f(x) f(0) —0 (1) 
的 研究 中 ， 其 想法 是 用 所 谓 李 雅 普 诺 夫 函数 F(z) 来 确定 稳定 性 
如 在 例 7. 1-2 的 讨论 中 所 提 到 的 , 确定 稳定 性 不 必 求 解 微分 方程 
为 了 看 出 李 雅 普 诺 夫 函 数 是 怎样 与 系统 方程 联系 的 , V V GO) 
是 李 雅 普 诺 夫 函数 (定义 7. 5-1)， 对 时 间 微 分 Ps) 得 到 
Po) 一 EL (2) 
4p; £ GI IRA, RA 
V(x) - ra) . (3) 


我 们 将 在 本 章 的 下 面 几 节 中 研究 判断 稳定 性 的 问题 ， 现 在 的 
目标 是 定义 李 雅 普 庄 夫 函数 及 说 明 它 的 几何 性 质 ， 李 雅 普 诺 天 钞 
数 正 式 定义 如 下 : 
定义 7.5-1 李 雅 普 诺 夫 函数 VO A FINE: 
en 


Gi) F(x) 是 连续 的 ,又 梯度 E E XXE BLEBSUSR nx pt d E Pg. 


"b vox 

GY)V G0 Xp 222 do. 

证 我 们 明确 地 图 顾 一 下 正定 国 数 是 仁 么 疮 思 ， 我 们 正式 做 出 
FAEN. 


-— 
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3EXL 1.9-2. 25 48oE X. TE D ERES AE DER, f£. Vulg ES C V Cx) 


D E RAVER. 

GÐ V(0)—0. 

Gii) V(x) 2-0, 对 包含 在 于 内 的 x40. 
由 称 VFX) 在 如 内 古 正 定 的 ， 

定义 7.5-2 立即 导致 了 (x) 必 须 满足 的 一 — Hi — RS ERI. t e 
把 F(x) 在 原点 附近 展 成 泰勒 级 数 , 即 

| VOR) =a0 af x4 x'Axd-« (4) 

则 可 得 出 下 列 结 果 

1，w 一 0, EE (0) —0. 

2. a,- 0, D ar x 对 任意 x 可 能 取 负 值 . 

3. A 必须 是 正定 的 ， 
一 般 说 来 ， F(x) 可 以 包含 二 次 及 高 次 项 下 面 是 -- 些 正定 函数 BS 
HF: 

Q =ar} + br? a> 0, 67-0, 对 一 切 ti K t 


rJ 
Q— z?-Fax,z,- br? 5 六 二 对 一 切 zs È r 


Q—822--12zl--4r,zj tti = 2r + l2; t lenta 


A — H r E at 
Q= az? (x| «1 
"Fr 4E EXE ES SEO PUT: 
| Q-—azri —bzs a70,b—9 
Q-—zidaur zd bz; | b< (5X 
Q-—(GiTz2)" 


虽然 (5) 的 最 后 一 式 决 不 会 是 负 的 , BH n - n NEST. 
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现在 研究 FLW) 的 一 些 儿 何 性 质 ， 它 们 将 有 助 于 以 后 移 讨 论 。 
PEE HERR V(x) 一 907*， 这 个 靖 数 (抛物 线 ) 加 在 图 7.5-1a tH, 
EHHE GARAR V(x) =ar 十 bxi, 这 里 a 和 5 是 
正 的 , EE SAR EZ, 且 当 xX 关 0 时 是 增加 的 ， 这 个 辐 数 形成 一 
个 定子 成 盆子 , 如 图 7. 5-18 所 示 . 显然 这 些 玫 何 性 质 可 推 到 % 维 
考察 图 7.5-18 中 县 数 的 等 高 线 ， 等 高 线 内 方程 


Fx) 
s T; 
V (x)- ax! Vx)» az] br? 
(o) | (5) 


E] 7.5-1 JEXt GRE 

az? + bzi =k 
fRU ERO, YA ik e, 画 在 zizs 平面 上 如 图 ?7.5-2 Bro. 
一 般 说 来 ， 李 雅 普 诺 夫 函 数 的 等 高 线 必 定 是 在 吾 内 围绕 原点 能 闭 
周 线 或 闭 超 壳 ， 如 图 7. 5-2 所 示 ,， 对 应 于 kk 的 等 高 线 必 和 包含 


ashes ^7 


Æ 7.5-2 Fr 一 gw! 十 bx: Ho wp £k 
在 用 名 表示 的 等 高 线 之 内 ， 在 下 市 中 我 们 将 情 助 这 些 几何 性质 
玉 阅 述 下 面 的 李 雅 普 诺 夫 稳定 性 定理 的 直观 思想 , 
s 253 œ 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


7. 6， 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 定理 


现在 给 出 关于 稳定 性 的 三 个 定理 ， 我 们 不 想 去 证 明 它 们 ， 对 
证 明 有 兴趣 的 读者 可 参考 卡尔 曼 与 裴 特 拉 姆 [1960.J] 及 拉 赛 尔 与 某 
X VR [1981]; 但 是 将 讨论 请 定理 的 几何 学 , 厌 以 建立 李 雅 普 庄 夫 
稳定 性 和 的 直观 概 售 ， 栽 们 只 考 开 自由 自治 系统 ， 半 太 如 下 定理 开 
a. | 

定理 / 6-1  COESEB SO BEHEERD AUR TE I nS A9 AE 
个 徽 小 区 域 召 肉 ， 筷 由 自 褒 系统 x-1) TERRE 函数 
V (x), 则 运动 在 召 内 是 稳定 的 . 


定理 7.6-2 ( 李 和 雅 普 诺 夫 第 二 稳定 性 定理 ) 如 果 定 理 7. 6-1 


的 条 件 成 立 , 上 且 关 (zx) 在 吾 内 是 负 定 的 ， 则 运动 是 渐 近 稳定 的 . 
为 了 解释 这 些 定理 , 设想 对 方程 (7.5-1) 的 系统 存在 李 雅 普 诺 
Jeu V (x). 那么 根据 定理 7. 6-1, 系统 是 稳定 的， 让 我 们 研究 
它 的 几何 含义 ， 很 据 定义 7. 4-1, 原点 是 稳定 的 , 如果 运动 x(t) 
隆起 始 于 球 域 8(8) = xol «0 的 某 个 x。 仍 停留 在 球 感 5S(2) — 
IxCt)I«e 之 内 (参看 2.8). 
为 杰 看 出 李 路 普 诺 夫 函 数 的 存在 就 音 味 着 稳定 注 ， 设 想 我 们 
忆 知 半径 为 = 的 球 域 SC), 如 图 7.6-1 所 作出 的 ， 然 后 我 们 可 以 
找到 一 个 常数 下 使 等 商 线 F(x) =k 正好 在 太 (e) = 内， 也 可 以 
求 得 半径 0, 使 球 域 S C3) ERE 4E EE ER V (X) — 之 办， 
现在 考察 尾 一 罗 线 x(f)， 它 的 初 态 xs 是 在 如 图 7. 6-1 所 示 
的 球 域 8S(6) 内 。 于 是 有 了 (so)< HEAV 在 轨 线 上 取 值 是 非 增 
加 的 ; 3n 
V[x(1)]2-0 
发 
F[x(t)]x:0 (1) 
» 254^ 
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ER 


H 7.6-1 李 准 普 话 友 稳定 性 的 帮 何 解释 - 
AA VEX H EJER DU. 我 们 断定 运动 xCE)k gm d HE TS EIER DUI 
T Sle. WAZA xoJPAR FERA S(O AH AELH xod 
E i PF 


ESTERI 
pps zig Aft 

IxC£o[ ORN: (25 
换言之 , 我 们 证 明了 运动 xft) 如 果 开 始 于 SO» VY RES) 
中 。 这 就 是 稳定 的 ， 

正如 我 们 看 到 药 ， 等 高 线 V (x) = 上 RE T 3525 xCCO 的 一 个 

边界 ， 这 个 边界 在 时 间 上 是 常数 . 对 浙 近 稳定 性 我 们 能 构 遗 一 个 
边界 , 使 它 涟 时 间 而 渐 近 地 走向 零 ， 为 了 证 明 这 点 ,对 V(X) 隆 0 沽 
HERA 


4 


VO = Vx) © (3) 


V n JE pet Ri RECS 


VG) x -nF (x) (4) 
注意 到 g0, 因为 到 是 正定 的 ,而 了 是 负 定 的 ， 不 等 式 (4) 的 和 解 是 
. 2553 
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V(t; x)se "CF (4x) (52 
tS V CU x) Bg Caes xCUOBGR SE imi] 7.6-2 所 示 ， 不 等 起 
(BARTET PERS DIETE. ERE, n7! 可 以 解释 为 系统 的 最 
XE BITE f, B. 8T HIT fF Hon ert EK IST B] Kalman fü Bertram, 
19607]. 


图 7.6-2 Wiert HS 


如 果 对 一 切 xtt),Y[x(#)j 是 正 的 , 则 看 原 点 附近 的 第 小 运动 
是 “不 稳定 的 "， 轩 为 F[x(t)] 将 增加 到 亡 ， 所 以 xCCO) BEA BEDAE 
V(z)-k. 这 个 性 质 形 成 了 下 列 定 理 ， 

定理 7. 6-3 《〈 李 雅 普 诺 夫 第 一 不 稳定 性 定理 ) 如 果 在 原 反 的 
某 个 微小 区 域 肉 ， 存 在 正定 函数 V Cx), 使 FOE, 则 微小 
运动 十 不 苞 定 的 . 

李 雅 普 诺 夫 稳 定性 定理 , 在 做 必要 的 改变 之 后 , 也 能 很 好 地 应 
用 于 时 变 自 由 系统 。 微 分 方程 是 


x-—fíx,1) (5) 
ERRE | | 

[(0, 2) —0 | (7) 
egi iJ up TASCHE BU EE. BDVOx, D, FREE 
* 250 > 
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ERI 


+Ë: 
T (8) 
iX 4- PLE B RZR S ES 3E MED MIL 1960 ] E pr EAR Ea EE P BREL 1961 ] 
作 过 详细 计 论 ， 这 里 不 去 深究 本， 

李 雅 普 诺 夫 限 数 不 是 唯 - 的 ; 可 能 存在 多 个 浴 雅 普 诺 大 函数 ， 
其 中 任何 一个 都 可 用 米 建 立 系 统 的 稳定 性 ， 因 此 李 雅 普 伐 去 国 妾 
只 是 给 出 稳定 性 的 充分 条 件 ， 多 个 李 雅 普 诺 夫 国 数 中 的 每 一 个 都 
可 提供 关 十 系统 的 不 同 的 信息 , 这 正如 在 下 节 所 说 明 的 ， 


V (x, t) s 


1. 1. 稳定 性 的 区 域 


| 至 今 我 们 限于 讨论 在 原点 周围 微小 运动 的 稳定 性 ， 如 果 所 考 
虚 的 只 是 非 线性 系统 的 微小 运动 ， 最 好 的 办 法 是 在 原点 处 把 这 个 
系统 线性 化 ， 并 且 使 用 在 $ 6.6 所 讨论 的 高 度 发 展 了 的 线性 方法 
或 其 它 方法 如 根 轨 迹 法 和 尼 盔 斯 特 方法 [DAzzo 和 Houpis, 
1966]， 地 雅 普 诺 夫 第 二 方法 的 优点 在 于 能 够 处 理 非 线 性 系统 和 
(或 ) 时 变 系统 的 大 范围 运动 ， 如 上 所 述 , 问题 是 求 出 一 个 封闭 区 

” 域 ,在 其 中 六 是正 的 而 广 是 非 正 的 。 我 们 假设 李 雅 普 详 夫 函数 在 
这 个 区 域内 处 处 存在 ， 自 然 ， 我 们 关心 的 是 区 域 能 大 到 我 们 所 希 
洁 的 牺 度 ， 在 这 一 节 果 我 们 要 研究 几 个 区 域 及 相关 的 边界 . 

对 十 一 个 已 给 的 李 路 普 诺 夫 函数 可 以 找到 许多 的 边界 及 其 相 
关 的 区 域 ， 我 们 现在 叙述 -- 种 方法 ， 利 用 它 可 以 求 出 对 应 于 一 个 
已 给 李 雅 普 诸 夫 函 数 的 大 区 域 的 边界 ， 为 了 使 讨论 简单 ， 我 们 仍 
然 考察 自治 系统 ， 因 为 六 必定 是 非 正 的 , 我 们 研究 条 件 [ 参 着 关系 
SQQ, 5-2) 1 


oV. — 
Y= = x0 (1) 


b 25725 
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方程 (指出 必 有 了 5 Ri AP, ECUEIRIRMUEAE, UD c o RH 
NL 和 文 不 是 正 交 的 ， 条件 x0 指出 广 在 平衡 点 可 能 变 号 , 因 


此 要 研究 最 罩 近 原点 的 零 梯 度 的 点 或 平衡 点 ， 殷 设 在 这 个 虚 玉 的 
fe Ae k, 则 等 高 线 


F(x)—A70 (2) 
TEE BB RE rx EB RUE, 只 要 等 高 线 包 围 原点 , 则 它 是 稳定 性 过 
jr. 
为 了 说 明 这 个 想法 , GR RAGGE 
yt oy hy 0 bs0, hiy} = —¥ (3) 
13 PE S.V 
fi Ta 
ae "m (4) 


AB xg Eoxid.cGXEDU T.1-2 所 考察 的 问题 的 特殊 情况 ， 我 
们 将 对 于 三 个 不 同 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 提出 三 个 与 之 相应 的 稳定 性 . 
边界 
这 个 系统 有 两 个 平衡 点 , 即 原点 和 1,9)。 根 据 线性 分 析 ， 这 
个 系统 在 原点 起 欧 定 的 , 而 在 (1, O ETAR WEERA, ik. 
性 系统 
Ag + bAg- nd 


LAIT ACA Ag 0 
是 稳定 的 ， 而 在 点 2 二 1, zz 一 0, 线性 系统 - 
Al bAg +UI] Ag=Ag+ bAg— Ag —0 
是 不 稳定 的 
和 3 7.1 中 一 标 , 把 系统 的 能 量 取 作 李 菲 普 语 夫 函数 , 即 
V6 (z—2*)dz 


«258 
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tpp TL ri 
V, — 2 zs 十 2 3 
求 得 
V,——bz; 


为 了 求 出 围绕 原点 的 稳定 性 边界 , 考察 梯度 
ma —[z,—zi 2] 


在 两 个 平衡 虚 梯度 矢量 都 为 零 . 沿 着 直线 zs = 0 从 原点 老 向 布 边 ， 
一 直到 遇 到 平衡 点 (1, 0) 之 前 梯度 的 = 的 分 量 是 正 的 , 而 在 点 (1 
0) 樟 麻 变 为 零 ， 继 续 向 布 走 ， 过 了 这 个 平生 点 梯度 是 负 的 ， 在 点 


(3 o) dd EJHSECOU E. PLUG RAD, mE 7. 7-1 所 表 
zR EMI. 


图 7.7-1 SERBGHE4E la E MEDI 


在 点 (1 0), Volk 4 V, 等 于 从 0 到 二 范围 内 的 任 一 个 


常数 , 人 局 可 求 出 包围 原点 的 多 高 线 ，T BEC En HEC JT 3. 
X, 如 图 7.7-2 所 示 。， 因 此 可 散 出 结论 是 : ERENER E SR 
. 259 = 
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£ 
3 F, x 
2 Wi 
6 1 
y 


图 ?.7-2 GG NERA Y. Lat i 写 一 号 的 一 些 等 高 线 . 


出 的 最 大 稳定 性 边界 是 F:= 元， 值得 注意 的 是 ,如 果 一 0， 旭 岂 ， 


二 常数 的 图 形 等 同 王 相 图 的 加 线 ， EVERY RC Re MOL 
线 , 它 是 稳定 的 (参看 习题 6. 1. 
若 二 增 大 到 某 个 正 的 有 有限 值 ,稳定 区 威 应 是 增 大 的 ; 然而 这 个 
李 雅 普 诺 大 函数 不 会 得 出 一 个 更 大 的 稳定 区 域 ， 关 为 能 景 函数 不 
ES o 所 以 稳定 福 边 界 出 不 直接 包含 5。 考察 下 列 函 数 ， 其 中 
BH d ReH H: | 
Vieni pn Gu (1 M hx. dx, (5) 
XOT E V EAK DAS, EAV: E EZH, iut CXEGE 


Js NRHI 2, RERO TEA 


y. 
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Doa Xa a 3 , 
| TERI pib y (zi ) iro dz dr, 
z t E ` 


| à 
un lig 
; 
(6): 
Arp hx) mrin AREA o Va HEMOR A G 
P.-— ah Go dab 29 GO (7) 
ACD Ig CON Bt awto E I: 
b? b? : EA 
nm (a) |>0 | kludu > 
3—h (r) Z0 (8) 


b. 
再 者 ， 令 下 的 梯度 为 零 ， 并 和 解 胆 相应 的 zi 和 zs 的 值 便 可 求 出 大 
范围 运动 的 稳定 性 边界 .因此 


AO [per (x) HAE JGD t3 C80 | 


dx (9) 


=[0 0j 
梯度 在 点 (1,0) 为 零 、 Vs 在 此 点 的 值 为 7: 一 上 (1+ 信 ). 这 个 李 雅 


普 诺 夫 隙 数 生 成 一 个 对 闭 的 边界 ， 在 共 内 稳定 性 条 忻 被 禧 是 ， 它 、 
表示 对 应 于 这 个 特殊 的 李 雅 普 诺 夫 汐 数 的 最 大 稳定 性 区 堪 ， 在 图 
7.7-3 pmj ih T Aj 5 —4 的 边界 .应 注意 FF， 的 稳定 性 区 域 增 太 到 
超过 下, 的 稳定 性 区 域 ，. 

李 雅 普 诺 江 浮 数 滞 着 稳定 性 边界 的 值 不 需要 起 背 数 ， 上 只 要 任 
何 半边 界 存 在 使 六 是 正 的 且 对 任何 从 边界 到 内 部 的 运动 让 递减 
的 ,~ 以 及 祈 沿 任何 边界 是 韭 正和 的 ， 一 个 稳定 性 区 域 俩 决定 了 
[LaSalle, 1960], 为 了 说 明 , 再 考察 方程 (3)， 我 们 选择 一 个 由 三 
I i, Wn Ws 构成 的 边界 如 下 : | 
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zz 


18 f 
tua Jh Gn di = 区 


图 ?.?-3 方程 (7.7-3) 的 稳定 性 边界 
W, ss an hn) dz, 一 二 
W,—zrz,-1l 
HF, =t F b5z,—b 


每 一 段 的 范围 如 图 T. 7-4 所 示 .在 边界 内 沿 任何 雪线 上 Wn Wa 
和 Wa 对 时 间 的 变化 率 为 


TID. Se ET 
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W,-—-—bai 
W,— m 
W= it bt = — hlr) 
AE SE (EXPE ee EER, Auli T. 7-4 所 十。 所 以 设 有 加 
2X M Hx AI ARERR. EE, A AEE A e V FV e 
SERHS. 


1.8. 天 范围 渐 近 稳定 性 

Uh. 拱 制 系统 必须 设计 得 在 有 任意 大 于 扰 时 能 良好 有 屿 运行 ， 
这 个 系统 必须 设计 得 使 它 对 一 切 初 始 条 件 能 回 到 平衡 点 ， 为 了 处 : 
理 这 种 类 型 的 性 能 , 给 出 如 下 定理 . 

定理 7.8-1 (大 范围 渐 近 稳定 性 ) 系 统 立 = 了 f(x) 存 原 点 大 大 
范围 浙 近 稳定 的 ， 如 果 存 在 李 雅 普 诺 Jc Rd EEE xo, 
V(x) 0H V(x)«0, BGIxI->00 有 VOO-9. 

直观 地 说 ， 若 当 任何 x 一 w 时 V(x) 不 趋向 无 限 、 则 任意 大 
闭 稳 定性 边界 不 可 能 求 得 . 作为 例子 ， 图 7. 8-1 Xem E ER Y GO 
=c; 在 这 种 情况 , IUE Y «c0, 原点 是 渐 近 稳定 的 。 另 一 方面 ， 大 
本 运动 也 可 以 走向 无 限 如 图 所 示 ， 定 理 7.8-1 可 由 下 例 说 明 


«ze, cc eO «L6, 


Fix) E" 


——— V (x) =r 
——V 0-6 


Ei 7.8-1 WR ÉES HA FE FREU Toa TE o eR EE e o n TART 
$467.8-1 EJ REO. 1-3); 
8f gd hq)—9 RO= 
"265 e 
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ARE. FRERE 
BT. 
Y—34 | hGDdg 
证 此， 


一 — j iĝ, ya 
这 个 系统 龙 大 范围 渐 近 稳定 的 ,如果 


T 
1l. | hndgz-0 3j —H] y0 


2. lim| Andy co 
3. fno 对 一切 y 及 时 
如 果 4 S, BI 
V -x"Bx (1) 


A Y= Cx) 对 一 切 x 取 0 S00, 则 此 系统 是 大 范 国 渐 近 稳定 
的， 这 个 论断 意味 着 系统 只 有 一 个 平衡 点 


1.9. 3EJ3E3E YU AUR EB (ES 

李 雅 普 诺 夫 稳定 性 定理 昆 存在 性 定理 ， 亦 即 可 陈述 为 ， 如 果 
存在 一 个 李 由 普 诺 夫 函数 ， 系 统 是 稳定 的 ， 关 于 这 些 函 数 如 何 求 
得 ， 一 点 都 没有 说 到 ， 这 很 像 一 个 大 城市 的 警察 局 长 收 到 一 封 信 
告发 在 他 的 良好 的 戌 市 里 有 一 个 贼 ， 警 罕 局 长 当然 知道 了 这 种 情 
况 ， 可 是 他 需要 知道 的 是 如 何 提 住 这 个 贼 ， 然 而 这 封 信 提 供 很 少 
或 者 没有 什么 信息 ， 反 之 , 如 果 这 封 信 描 述 了 这 个 贼 的 一 些 特点 ， 
如 身长 ,体重 , 腿 睛 的 颜色 , 看 到 他 的 地 方 等 等 ,搜索 这 个 贼 的 范 转 
就 缩小 了 ， 另 外 , 警 绿 局 长 可 能 有 一 个 所 有 已 知道 的 贼 的 登记 表 ， 
他 就 可 检查 是 否 有 与 所 和 提供 的 特点 相 吻 合 的 ， 如 果 他 有 多 年 的 经 
验 ， 这 些 经 验 会 教 给 他 有 条 不 这 的 破案 方法 ， 在 寻找 李 雅 普 诺 夫 


ERE EAE RATEU. 
首先 , 李 雅 普 诺 夫 郧 数 是 个 标量 函数 ， 第 二 , 它 在 原点 附近 必 
^ 264 
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须 是 正定 的 ， 第 三 ， 沿 着 与 系统 有 关 的 轨 线 对 时 间 的 变化 率 一 定 . 
是 非 正 的 ， 第 四 , 它 不 是 唯一 的 , 正如 在 57.7 看 到 和 的， 在 那里 对 
寺 一 个 已 知 系 统 我 们 找 出 三 个 不 同和 的 李 雅 普 诺 夫 浮 数 ， 每 个 都 有 
不 同 稳定 性 区 域 ， 第 五 ， 一 个 良好 的 李 雅 普 请 夫 函 数 必须 如 示 所 
要 求 的 设计 关系 , 此 其 系 取 决 于 系统 的 需要 ， 作 为 例子 ， 和 在 7 7 
fra ss — PE TEE YEA ERCBCSLUUR Boe Eso DOE EA 6 a PH JE B5 ER 
数 时 在 大 小 上 有 任何 变化 . CECT 7-3) p Bf b TEILTE ER DU BLUE IRR 
WAA I BILL 5 ARAE GARE. 1— 7r E SER a ELE EE 
3E 2» PLEET Cum A ds PES XE ui n) RENE ERRE. PT 
ELS "r2 QE HACER ERU. 如 果 初 始 条 件 出 了 它 的 稳定 性 区 域 , 已 ， 
FEH. 

在 下 曾 四 节 里 介绍 求 李 雅 普 诺 江 函 数 的 儿 个 方法 ， 每 一 个 方 
法 移 效 用 依赖 于 所 遇 到 的 微分 方程 的 结构 。 每 一 个 方法 的 优 后 电 。 
读 首 通过 许多 例子 的 册 究 来 评定 . 


7. 1 线性 自治 系统 的 李 雅 普 诺 夫 范 数 


Lid Sx 
| X— ÀAX (1) 
Æ $6.6 我 们 得 出 如 果 A WEARER $3 REB, Z1 FE CD REAL? 
围 浙 近 稳定 的 (定理 8.6-D)..— SEHE, PeATURILUH SERERE LR 
二 方法 来 考察 方程 (1) 的 稳定 性 .我 们 取 二 次 型 


V=x"Bx B=B’ (2) 
作为 李 趴 普 诺 尖 函 数 ， 引 阵 B 必 须 是 正定 的 , 但 现在 还 是 未 定 的 . 
由 (1) 及 (2) 有 

V —x'(ATBriBA)x -2xTBAX (3)- 


inf V 是 负 定 的 , CEH T LEERD AIE 由 天 ABC 
BA 是 对 称 的 ,而 BA 一 般 不 是 对 称 的 , 我 们 考察 A"B 十 BA Hi 
。265 。 
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定 条 件 ， 为 了 向 化 讨论 , Y 

ATB--BA—- —C C=C (4) 
Tie | Ba x OC RE ILA TAAIE ETERNE 2x A IE SPEC XS 
REH. DTR B, TEES C—I,ixXJdÉ— ^ei B BUIExEMS. 


由 于 B Enx IKE, Jof Ca)des 07 D acetic Cn B 的 


元 素 ) 的 线性 方程 组 , 如 果 A 有 有福 异 的 特征 值 , 此 方程 组 有 礁 一 解 
[Bellman, 1960]. 所 以 B 的 元 素 可 以 用 A 的 元 素 心 示 出 来 ，B 
是 正定 的 条 性 (定理 3.11-1: B 的 顺序 主子 起 必须 大 于 零 ) 由 办 兹 - 
de AR HE DS EGRE. 它 在 附录 1V 中 给 出 [Kaiman #1 Bertram, 
1960]. 下 闸 的 例子 将 说 明 这 个 想法 . 
例 7. 10-1 求 使 系统 
# ayt- Pg —0 
是 浙 近 稳定 时 , a 和 所 应 满 是 的 充分 盯 们 ， 令 asy n= A 


| 之 Ü 1 E 
NL aja 
XE REV — x E. | 


Da dg [3 
Pea 2] 11 12 | ' |-x"Bx 
bis b. | Ta 


ix HB B df iE 
A"B--BA-- —I 
EA 5x3, 得 到 方程 组 的 显 式 
| —2fhb,, e im | 1 
b,,—abis— Pbs 25i. —2 by 


B BS TOR ARIA 
EP EET 
266» 
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由 定理 3.11-1, 如 果 

b, 0 5.70 Puba b 
WB EEM, ZRHDOBRUNEMEGEYGAG ATE, Ma 8 xn, Imi 
Bi 


a+ Bt-- B B4:1. air (BADR, 
E L0 Er d > 7 


PEARRZAER 有 >0， 现 在 , 如 果 0, WAKER ED a0. dE 
ERIE 月 >0 A aro MEFE a EEA R LV). 

AUR 2X fT: 365 £56 ENAERE A TU im uh ACA E H 
EERS. XXI AMS 


F =x" Bx (5) 
a. EARTE C. 11-72 的 形式 
V-z'Dz-A;zi-cAScicT--e-AÀ.i (0) 


其 中 备 个 AS a B ARRE. D BEA, BD EIE 都 是 
EE AAA PIAFFE BATEZ., 其 次 , 由 相似 的 计 论 ， 
六 对 一 切 世 是 负 定 的 ; BEELIS Exc x8 7. 8-1 的 条 件 , P UR Ek 
范围 新 近 筷 之 的 . 


二 次 型 李 推 普 诺 去 函数 的 构成 


在 上 面 的 讨论 中 . > 次 型 被 用 以 研究 线性 系统 的 稳定 性 ， 证 我 - 
人 和 看 看 一 次 型 在 分 析 非 线性 系统 时 是 否 有 由 处 今 企 图 确定 非 给 
FE B IE RE 
X-f(x)  f(0)—& (1). 
淅 近 稳定 性 的 条 件 ， 我 们 只 考虑 可 写成 形式 
fix) fur t fiala) e fun) 


fX) — fua) 二 六 ed fux 
的 系统 的 韭 线 性 性 质 , 很 太一 娄 的 非 线性 系统 可 以 写成 这 种 形成， 
267 v 
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BL CPEBSER IDEXEATOKPKüy. CONXANAB"DEHBUPAS 
foo de, V fa), E ENRICO (3) 
l Ti a 


ta 
一 般 , 假定 下 列 极限 存在 : 
lim Ti Ta 
zx UU T; 
按照 上 面 的 考虑 ,方程 (1) 可 写成 形式 
x=F(x})x (45 
其 中 
fup) "T" fis) 
Ei Za 
FRY = ts (5) 
futz) T fas Gn) 
"3 I, 
HERFRA TEDRE. 又 一 次 选取 一 个 正 
ECEE DA ETE TAA A 
V:=x"Bx B=B (6) 


ip E. B 85563 AR E ER, V BUD IRE RE (0 29 
V -—x"'Bx-x'Bx-x"[F'(x)B-- BF(x)]x (7) 
ii Biipx5, COEK 
F7(x)B-- BF(x) - —C(x) C'(x)-C(x (8) 
EEEE, MnC ETER o RIERA i BAR 
XGkOOT ESRRPE OS, AV ODD DEB A PEE ARPE N T OS 
— PEH, spRDME 


CCX} 0 Ca (X) 
on | 
O Cal X) c 6€QX) 
HIRDE ET 
€, x) 0 
e 268 + 
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CX)  ei(x)l 
€,o(X) Ca (X) 


的 条 件 是 建立 渐 近 稳定 性 的 充分 条 件 . 

如 果 使 用 二 次 型 [关系 式 (6 站 则 大 范围 浙 近 稳定 性 可 以 容易 
地 断定 ， 因 为 产 = (3 六 对 一 切 工 是 负 定 的 条 件 是 容易 检验 的 ， 
zr Bi 

L SEU OM — 4 E BISOX-O, B. 


2. dD4— HI x20, d TERT x, 


财 对 一 切 <, 广 是 负 定 的 , 因为 分 -二 2x”B 只 在 原点 为 零 . 由 于 当 


Ix] 上 时 T->co， 大 范围 渐 近 稳定 性 的 条 件 是 满足 的 (定理 7.8 
-1), 

对 于 非 线性 系统 , 因为 C(xz) 依 赖 于 x, C(x) 不 能 像 线 性 系统 
那样 随便 选取 ， 一 般 , 首先 选取 B 是 较 易 的 ， 再 看 Clx) 取 什么 . 
在 选取 B 时 应 考 虚 下 面 两 个 指导 原则 : 

1， 李 雅 普 诺 夫 函 数 应 该 尽 可 能 简单 . 

2， 李 雅 普 诺 夫 函 数 在 有 兴 元 的 区 域 中 应 昆 东 所 要 求 的 信息 , 

这 两 条 想法 提供 一 个 作法 ， 首 先 对 了 选取 简单 的 形式 ， 建 
议 取 任意 正 元 素 的 对 角形 抢 阵 , 例如 

B= diag[5,, =, ,] (9) 
这 个 动机 是 明显 的 , 如 果 对 称 和 矩阵 不 在 对 角 线 上 的 项 大 部 分 为 零 ， 
它 的 正定 的 条 件 可 简单 的 表示 出 来 ，C(x) 按 (8) 式 计算 以 后 ， 选 
取 5; 项 使 C(x) 是 正定 的 条 件 也 是 容易 建立 的 ， 这 上 就是， 我们 试 
图 消去 C(x) 中 不 在 对 角 线 上 的 项 ， 如 果 发 人生 了 问题 , 可 以 引入 B 
中 不 在 对 角 线 上 的 一 项 或 二 项 , 以 使 C(x) 简 化， 
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由 表达 式 (7. 1-0, 我 们 也 想起 把 积分 项 引入 V, CHEFE 
能 , 例如 


l| Fuldu a0) 
XT EA AI 
Fux)... o lim fu | oo d. 
Ty z 0 T; 


BROME RRA EEEH, dy 的 值 的 选取 应 使 CCX) 尽 可 能 简单 ， 
在 这 里 谨慎 是 应 涯 的 ， 当 积分 项 加 在 二 次 型 了 E, VREER 
林原 所 处 可 能 为 这; 所 以 大 范围 运动 的 稳定 性 问题 就 可 能 难以 回 
党 .上 面 的 想 共 由 下 例 说 明之 ， 

例 7.1i-1 图 7?.11-1 宕 示 的 非 线 性 反馈 系统 的 运动 方程 为 


"EN 6 
Ti _ T ü o. A(0) =0 
如 is | aa 


JB xy 及 训 一 2， 环 而 的 二 议 型 可 取 作 李 路 普 庄 夫 函 数 的 伐 选 者 : 


b 心 网 
下 一 
i 0 | 


EE COGOR HOS 


H7.11-1 一 个 非 线性 条 统 


25;; b. E eb, 
C(x)-- : 


p, UD 8p,, 254 
Fi 


如 果 它 是 正定 的 , 就 给 出 新近 稳定 的 充分 条 件 ， 若 取 bus =l VEE 


m 2704 
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EPE Coo 也 是 正定 的 , 只 要 
4b, Bs — ELLE "lp —0 
3à 
PACTI 
于 < 2 
nA BEER An) EELA AE Mm ATELE EECBS D Ad 
条 件 zo 而 Cz) BAEREN LP. RELA, EXUEITOGDS 
mA) 世 含 在 线性 边界 之 内 , 系统 是 大 和 范围 新 近 稳 定 的 . 


alei 


B] 7.11-2 Æ z-his FE Ehio hh RES 


7. 132， 克拉 晓 夫 斯 基 方 法 

有 了 时 如 果 微 分 方程 是 一 种 特殊 形式 ， 李 雅 普 诺 夫 国 数 可 直接 
选取 .所 得 到 的 稳定 性 条 件 可 能 满足 或 不 往 中 分 析 的 要 求 .我们 
必须 用 微分 方程 的 结构 及 用 计算 后 的 颖 果 来 判断 克拉 网 夫 斯 基 


方法 的 数 用 . 
Xd; 

X —f(x) fi0)—0 (1) 
描述 的 自治 系统 ， REGE PE GO gg scit ER DR FE. FRY 
浇 夫 函数 取 作文 的 欧 几 里 得 范 数 

y-[&Pet'GOfGOIBO — (2) 
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HT ESEN VS ARS EST Ee e AALA RA FRE DL RE 
(1) 可 能 有 多 于 一 个 平衡 点 , B fI AC EB eh C] AE TE AL Fr 91 BE 
以 求 得 ， 丘 的 时 间 变 化 率 求 得 为 


. [ef(x). |" af (x) 
v= | {C(x) + f (x) 


—x'[F'Cx)--F(x)]X - —X" CCx)X (3) 
这 时 
F(x) -Z0 - [2 (4) 
fra SCC TTE UB coe. 就 像 线 性 化 问题 中 一 样 ， 如 果 (3) 式 起 非 
正 的 ,或 者 如 果 
C(x) — —L[F"(x) t F(x)] (5) 


BEA, WmagESERUTEARARJEORRCIEÉGrL T. HT a E tE, 
C(x) 必 须 是 正定 的 ， 要 注意 的 是 如 果 CCX) 是 正定 的 ,分量 fx) 
必须 含有 r- 因为 如 果 fx) 不 是 zi 的 函数 , 则 CCX) 的 对 角 线 元 
素 将 为 零 , 所 以 C(x) 就 不 会 是 正定 的 。 考 赛 下 列 例 子 . 

例 7.12-1 考 窒 由 图 7.12~1 Biz RR E, Ex — gu imu. 5b 应 有 的 


rIIEE 
B He Tg, rz) | ar 
zd | adt, | ED 
图 7.12-1 07.12- £e d£ ci 2; IER 
*272* 
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big, (0029,00) —0. EEF 


_ af (x) or (es) 
F= "L4 di. 
1 一 点 
X BM CI 
999150 Lr L gg. Cr.) 
e, [1+ dT: ] 
d-[ 99i, 2a 
JI, 
渐 近 稳定 性 的 完 分 条 件 是 
(1) oo 
. 3ní(z) ~ 
ai) "LT 


Gi) 《az C. usas: IE 


—— gi GOBSSPEXLIEBS, WA 7.12-2 记 示 ， 第 三 个 不 


giir) 


HARRER 


F 


BH7.12-3 #7. 12-1 PRF gs GoOBR) AXI: 
等 式 给 出 在 POCO qos CD. 的 函数 的 平面 上 的 稳定 性 边界 ， 如 图 
7.12-3 所 示 . SL cnp CE TE RB or. x MEE at, 
t 


Hitt E EROR A EA 7. 12-3 AREE SEXE EE Ax 
部 包含 在 稳定 性 边界 之 内 , NISI ELIRSETE RRD Roe TE, 
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图 7.12-3 14W7.12-1 中 系统 徇 稳 定性 边界 


7. 13， 变 梯度 法 

在 $7.10 中 求 李 雅 普 诺 天 函数 时 是 先 选取 产 在 $7.11 中 
V 被 取 作 二 次 型 ,再 计算 广 , 然后 再 根据 六 的 结果 修改 VF， 在 克拉 
绒 夫 斯 基 方法 中 首先 选取 F。 在 变 梯度 法 中 相反 地 先 选取 下 的 梯 
度 ， 舒 尔 兹 及 克 布 森 [1962] 指 出 梯度 的 某 些 性 质 ， 这 些 性 质 通 党 
可 简化 李 雅 普 诺 夫 函 数 的 寻找 . 

首先 ， 对 于 微分 方程 六 =f(x)( 我 们 再 一 次 仅 考虑 自治 系统 ) 


选取 梯度 他 -的 一 般 形式 , mulco B HEC Y 2b 


LNW, NW, NW, 19V, 

= dz RE Den *2z, in a 
Hir, APEERE: AA AD MEERE. RRD EH 
Jd M IR AI 35 EH 5 [R] FR B A E xo. ns x). TERA V —0&R 


人 -一 0， 回 忆 梯 度 的 积分 是 和 积分 路 线 无 关 的 LWylie, 1966]. 为 


了 简便 , 我 们 选取 表示 在 下 列 式 子 中 的 路 线 : 


NU. 
Ve | t Gs 0, =, 0) Jder 


NAE E 
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Ta d - 
+| 35, (xz v3, 0, ***, 0) dv, 


Z4 3J 
rex zo, LY Gro 2e, rr, En Yn) av (2) 


此 路 线 开始 于 原点 沿 ei 运动 到 mus 然后 在 ea 方向 上 运动 到 mm, 等 
等 ， 所 以 在 选 定 F "PRO Jus V BEBE ROTE HB MERE Uo, 
BEREM T REOGEX.H'EG AE EUER 


2 ”村 a /a , 
dr; x )- HZ) (3) 
灾 即 二 阶 偏 导 数 对 eR n BEER RE ER, ATOL 个 这 


样 的 方程 ， 从 表面 上 看 (3) 式 是 显然 的 , AIR S sL 是 首先 取 定 


的 , 就 必须 取得 使 其 请 足 43) 式 。 如果 和 月 先 选取 F, P V REREH 
然 会 满足 关系 式 (3). 


变 净 度 法 的 另 一 值得 注意 的 是 关于 的 初始 选择 的 一般 性 


WR. 在 二 次 型 方法 由, 把 了 开始 就 选 为 一 种 简单 形式 , 然而 在 变 梯 
度 法 中 宁可 选取 梯度 的 一 般 的 形式 . 舒 尔 兹 及 殉 布 森 L1962] 介 绍 
了 下列 形式 
Td gx.-b ur, 
P MM 2 
| Qui E4717 Quota o n dX MT, 
一 般 说 来 , 系数 &i; a x HE LAC) 式 可 能 是 非 线性 的 ， 这 
表示 如 (1 和 (2) 式 所 指出 的 在 计算 六 和 下 时 没有 严格 的 限制 S. 


if dx 4125 8 X HER X; 只 是 x; 的 国 数 ,因为 积分 
NETT (55 
ù 
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对 应 于 了 的 等 价 二 次 型 的 对 角 线 上 的 项 ， 如 果 这 样 做 了 ， 下 古 正 
定 的 条 件 通常 就 更 简单 了 。 例 如若 令 cu PTER M as, 则 了 将 


BEW aat ,这 是 所 希望 的 。 根 据 经 验 可 把 wo 取 为 2 

在 变 梯度 法 中 所 皮 的 步 双 是 ; 

1。 写 出 3 如 (4) 式 所 指出 的 形式 . 

2， 由 外- 及 运动 方程 六 = 了 f(x) 计算 六 

3， 限 定 广 必 须 是 负 定 的 或 非 正 的 条 件 下 ， 选 取 某 些 系数 aj 
E fit. 

4. FREU De — Eo aS CR E SR, [关系 式 (3)] 决定 其 


它 的 wy 项 ， 要 记 住 这 些 项 可 能 依赖 于 x: A IE H9 RD RE 45 280 AE 


能 够 作 柚 分 车 . 
5， 检 查 第 三 步 , 因为 在 第 四 步 中 计算 函数 了 时 可 能 变化 其 负 
定性 或 非 正 性 . 


6， 如 (2) 式 所 指出 的 方法 把 -积分 求 , 它 必须 是 正定 的 ， 


7， 研 究 下 及 六 以 确定 稳定 性 边界 . 

下 面 的 例子 说 明 这 个 程序 . 

例 7.13-1 考察 如 图 7.13-1 所 示 的 系统 ， 对 央 近 稳定 性 求 投 计 参 数 4 
的 条 件 。 系统 的 方程 是 


E] 7.13-1  (547.13-1 的 控制 系统 
g-—ef(e) 
g--3-z4-az 


*2756* 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory" 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


O 79 — 5 
(EBD a 
6-6 f Ce) st TD io aef (e) 0 (86) 


APAR a RE r,—e E zz 一 已， 方程 (6) 可 写成 形式 


2 2 
Nu | finn Han enfe) 


第 一 步 ,下 的 梯度 取 为 一 般 形 式 
aV 


Ux [Gf dar. Qatt 224] 


其 中 eaii Rin 的 国 数 。 第 二 步 , V TERTA 
af 


ý —zil— 030f 2,5 + zd au Z— 2f (2) LL cud 
L 


Htt, ean—anf G0 —22f (2 -ann gt] (7) 


WEZ PIRH, $ ci 一 2， 了 以 简化 CO 式 中 fui, in sbA 
z,2; 的 系数 为 零 , 则 在 V. 是 负 定 的 条 人 性 下 ; 可 进一步 简化 ， 因 此 我 们 令 


G8, =a taf GO-r2af G1) ant af 
d SE EE. (3) 式 给 出 


aV o— mV 
t 2a, AnAk, 


EA EP ERA IE V 化 为 
Y=- 2af lapata] f(z) Ed (8) 
第 五 步 , 广 是 负 定 的 条 件 现在 容易 建立 了 ; 即 中 与 AMARE TFE. 
根据 第 六 步 , 求 率 维普 诺 夫 函数 只 要 把 搓 诬 
PI -| 2r + 2ar fiz) t22|f (21) 4-21 ME as, | 


— dg—d4,-—2 


P 
2z 22; 
种 分 ,得 出 结果 为 


p=2 as fienda, ap^ " | Fen) au PED las, + GE a? 


对 于 新 近 稳 定性 , [bn V 是 负 定 的 这 分 菜 件 如 下 ， 册 (8) 式 我 们 要 求 
e 277 。 
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92 af (n) ud 
X 
af(z) 0 
者 am， 由 线性 化 后 的 系统 的 特 徒 值 在 去 半 平 面 ， 记 以 在 这 个 条 位 下 就 要 
x 
fiso 


V OBDXxcRASIEGEAAEHLILV 中 积分 项 是 正定 的 充分 条 伯 。 


1.14. i&*kiü 

ZEN AS TUESUBEHEDJORZ dE 49 ADSIT. 
H. Eib b. -EDIEEETENIAS Xe A EPEA LARE. Ah fE 
Skin EAER ERNEA, AEGRIS RDBOGE TC A aE 
dy lcu HEBE—^- EDEA a Ra, R eE E 
的 ， 必 一 方面 ,如 末 找 到 一 个 , WA E RAE E A E m dx 
EBEN. 进而 言 之 , 即使 称 定 性 边 儿 找到 了 , 4121-9 X 
运动 的 稳定 性 或 不 稳定 性 人 扔 作 不 出 什么 结论 ， 但 是 利用 数字 计算 
机 , 这 些 工作 中 一 部 分 可 以 简化 . 

JESUS VELA RE Zr ik CIE S 0. 60 EE SS — 2 E SL EL DAI 
EKER CHE. 如果 它 给 出 足够 的 稳定 性 信息 ， 第 二 
方法 就 不 必 考 虑 了 .。 然而, 在 一 些 重要 的 控制 问题 中 , 第 一 方法 得 
不 内 信息 ， 例 如 在 不 连续 系统 中 , 象 36.9 中 的 继电器 控制 问题 ， 
在 有 兴趣 的 区 域内 非 线 性 函数 的 偏 导数 不 存在 ， 男 一 方面 ， 第 二 
方法 可 以 苔 出 一 个 合适 的 答案 .线性 高 涛 时 间 系 统 的 稳定 性 将 在 


BA ETTE, 
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7.1. BIKRA 7. 7-5. 
7.2. WEWEXGAX T7. 7-7. 


7.3. XAH 
f. z, — az (rita) 
| 
ERAM ei RAEE ENR iE. 
a. V——32aVÀ5 ap 


7.4. MÈ Ý ——2aV* 估计 习题 7.3 pR e Po ER AR ERR. dE 


"aka *— ee FT. eA 
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GG) -—- Jj gr dr 


g(0)- (0) — 0 


图 P7.5 
4. 六 二 一 [asg (Cz) /zs 一 了 (11) jz?， 完 分 灯 件 是 a,7.0, >o, 


ga) p (2) 2208 — Ul a. 与 e. 


7.6。 试 证 习题 7.5 中 系统 的 运动 方程 能 写成 
Firat tfid =t vf) = 
对 相似 的 缆 性 系统 
Fit tağ, + agi ag, — 0 
REPE- Arketa 《附录 TD， 把 所 得 结果 与 习题 7.5 的 答案 比 
E) 

7.7. (182148 7.5 (dE: PE SE TE DUX E (6, JEA S 7.10 所 述 的 方 让 
RARER XHTGh-GRGnHEGAAdECHPE ED REA ETER 
A. EFRA IE 7.5 的 答案 比较 之 . 

7.8 MERKA O.I1-4 (EXE TEM IEJEPR EE, AE, ET AR fT 

Vp ë N|y|-»co 
之 外 , FFRAE, HAERE TEUA AED. IRSE E 
friad bi dk E dS Di a B us a, tE ot 77 E 
—y — ig|«1 


o= Bl ala 


X REESE OD fF Gr, 10 5a RE A: 
* 2817 
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( 1 $0 
fG,-—$lsün[sgny — sinj-) o 3 
—1 g$«0 
7.9. x12] 88 7.8 rH FI] S Efe TA UE ER DEF ER HU ERE RD. BEE AA 


ya HL TAE ES E A, 
7.10. xp FAAS. iA ue HH A (L2. STRE TES SET Ua SK DEC RE 
(0, 0) fii seu PE T Ae RAI Z8 M uz EH 6. 6-2. 
ü. =I; 
i-i e Tl 一 ge t tetti 
b. i,— 2iri trie Br drie ai! 
te= —2(xi-- ri z,— IT PTT 42) | 
C£. $£,—2— f; 
Ès 一 一 世人 Ta 
7.11. 对 习题 了 .10 中 的 系统 ， 用 素雅 普 诺 兴国 元 丈 一 一 刀 十 Srirz 研究 - 
FETE WA ARE, 试 指 出 完 爹 稳定 性 Am AT xL, 戌 证 原点 是 亲近 秘 定 的 ， 
或 正好 荐 称 定 的 , mS iu In). 
7.12. WIE 
V—jg'-ojg—r 
是 
j--26ag ny 0 $70, o,750 
的 稳定 性 边界 , 其 由 了 是 一 个 正 的 任意 大 的 沿 数 ， 对 于 这 个 系统 的 稳定 运动 : 
XT fack BEI IET A: 
7.13. 对 于 系统 
Cau Ty —9)—9 
Xp g—49—0 试 至 少 求 出 两 种 稳定 性 边界 。 设 r Sy, n =g. 
7.14， 对 于 系统 
j4d-4gd- siny-:0 
XT # 一 乡 一 0 试 至 少 求 出 两 种 稳定 性 边 办 ， 设 09, 2 — 3 
7. 15， 在 变 梯 度 汪 中 ， 若 榜 诬 造作 线性 型 ， 试 证 we 一 xf An as 与 
ana fi CT. X. E IE REA? 
7.16。 对 图 P 7.16 所 才 示 的 系统 ， 试 求 系 统 是 完全 稳定 的 条 件 ， 利 展 
Ar 55 EE. 
.» 282» 
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IB  P7.16 
75.17. HATAR ARE FOBBgSETdEREBEIPT.17 B B9 X 
是 党 全 稳定 的 ， 


图 P7.17 
7.18. HIE SE HE GS, 对 习题 7.5 Ch uo S6, GE ETE IER ELLE 
:对 应 的 稳定 性 条 件 ， 


.24£3 全 


rand - adn che coms Rom I LILL- a Laas d nli ah:aad A D. .ószq,qqÁ.w.s aa 


PE BANEIRA 


8.1. Ej 

状态 衬 间 方法 使 得 连续 系统 和 离散 时 间 系 统 二 者 的 分 折 与 综 - 
舍 有 可 能 卉 一 个 理 沦 下 统 一 起 来 。 点 实 上 ， 这 些 方法 与 大 型 数字 
计算 机 的 使 用 结合 在 一 起 已 经 成 为 -… 般 房 散 时 间 系 统 研究 中 分 析 
与 综合 的 重要 工具 ， 传 统 的 32- 变换 分 析 方 法 只 能 用 于 处理 特殊 
类型 的 离散 系统 问题 ， 在 这 一 章 里 我 们 试图 说 明 连 续 系 统 瑟 离散 
时 隔 系 统 之 间 关 于 定义 、 懈 念 和 定理 的 相似 性 ， 我 们 将 看 到 在 前 
儿 章 中 的 绝 大 部 分 工作 只 要 作 次 要 的 及 某 些 明 显 的 修改 便 可 直接 
KATARAK. 

fr $8.2 我 们 建立 记号 并 介绍 一 些 导 致 离散 时 间 系 统 的 问题 . 
我 们 把 绝 大 部 分 注意 力 集 中 在 抽样 数据 系统 ， 一 般 渴 来， 抽样 数 
据 系 统 可 以 认为 来 苦于 连续 系统 ， 它 的 输入 与 输出 由 于 某 种 * 抽 
样 " 操 作 而 受到 约束 ， 我 们 所 甘心 的 离散 时 间 系 统 是 由 常 益 分 睛 
程控 制 的 ， 因此 我 们 要 说 明 对 差分 方程 如何 定 史 状 态 变 量 ， 在 
$8.5 傍 且 于 古典 的 方法 讨论 差分 AE 的 解法 ， 在 $8.6 我们 正式 
介绍 z 变换 并 且 简 略 地 推导 它 的 ~- 些 性 质 及 其 在 解 差分 方程 上 的 
rH] dE $8.7 以 对 稳定 手 的 有 限 的 讨论 来 结束 这 一 章 ， 我 们 把 
第 7*、 尼 便 中 稳定 性 的 若干 概念 和 定理 推广 到 离散 时 间 系 统 土 的 
工作 留 给 读者 ， 


8.2， 离 散 时 间 系 统 


在 这 一 节理 我 们 引信 一 些 与 离散 时 间 系统 有 关 的 记号 和 定 
s 284e, 
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多， 离散 时 间 系 统 来 源 于 各 种 不 同方 面 ， 如 果 使 一 个 加配 动态 系 
统 的 一 个 或 几 个 变量 只 按 离散 时 间 变 化 ， 则 此 系统 便 可 着 作 是 离 
刘 称 为 抽样 瞬时 ， 离 散 时 间 系 统 也 可 来 源 于 其它 的 依据 ， 而 不 涉 
及 连续 动态 系统 ， 如 下 面 例 8.2-1 所 描述 的 就 是 这 样 的 一 个 离散 
时 间 系 统 ， 基 本 上 ， 我 们 的 研究 上 只 涉 及 到 抽样 数据 系统 ， 类 似 于 
连续 系统 的 动态 用 微分 方程 来 描写 ， 离 散 时 间 系 统 的 动态 是 用 差 
分 方程 来 描写 的 ， 我 们 只 沽 将 用 常 差分 方程 来 描写 的 离散 时 间 系 
统 ， 

和 以 前 一 样 ， 我 们 把 绝 大 部 分 注意 力 集中 在 线性 系统 上 ， 攻 
而 类 似 于 连续 系统 ， 我 们 将 致力 于 求 出 离散 时 间 系 统 的 标准 状态 
方程 ， 事 实 上 , 首先 关心 于 正常 离散 时 间 系 统 , 正如 我 们 将 会 见 到 


的 , 它 的 标 谁 方程 具有 形式 
X;,,—0D;x,-- Mu, (la) 
Ye = C,x,-r Du, (15) 


其 中 下 对 应 于 第 下 个 样本 区 届 ， 为 了 说 明 玫 概念 ， 我 们 首先 考察 
下 面 的 抽样 问题 ， 设 FOE t PERAR, 2E BUE XL 189 E] Br AE 
计算 fois eveT duke DATTE Afi), Bl 
Af(CU = fü T)- FE) (2) 
Ti CADSET HÀ ur DC H T f RE IRIS 4 Richardson, 1954], Mätt 
AREA. Din 
ATfG)]- ALAFGOO]— ALf GL 77) — FCD] 

— AfCt e T)— AfCD 

= 了 (t+ 27) —2f(t t T) t fCO (3) 
EARDER 


NEDI 2C nn (roo eim 


* 285 e 
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学 生 应 会 验证 此 公式 . 
方程 (3) 是 差分 方程 , 就 像 
z(£T 27) taytt tT) y(t) — 9g) |» (4) 
一 样 ， 如 果 我 们 对 方程 (4) 中 变 元 所 二 + R t+2T 作出 标记 , id 
号 可 被 简化 如 下 : 一 般 , 变 元 有 结构 (HET, AF =O, L 5, 其 
中 如 是 某 个 参考 起 点， 我 们 有 时 用 缩写 
jo—3 CES) gi y to 7T), yug HiT) 

用 这 样 的 记号 , 如 果 b—0 且 f= to 是 参考 超 点 , 则 方程 (4) 的 缩写 
形式 为 

#2 tayi t Eya = fo 
BA, F isi 是 起 点 , 方程 (4) 成 为 

y. ag, d by gi 
如 果 上 = 大 是 超 点 ,方程 464) 的 一 般 形 式 是 


Yarra t afra by. 9 (5) 
通 遇 应 用 的 另 一 种 记号 是 
Ctre) = Yr gy (ET- 1) (6) 


《46) 式 中 的 记号 如 图 8. 2-1 所 示 。 连 续 国 数 y CO EE BEER XI daa 
trp Æ tk RE yG, yD E y. 值得 注意 的 是 方程 (4 


8.2-1 ERER gCO ETE g) 


由 25865 惠 
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H RE bc je] P EREA A c f, M 
TUE TELE diet— T (7) 
在 6) 式 的 记 叶 设 有 假定 摘 样 区 间 是 相等 的 .可 是 在 方程 64) 的 记 
号 中 不 是 这 样 , 那里 常数 抽样 区 间 人 是 往 明 了 的 ， 在 方程 (5 中 可 
能 暗示 是 等 抽样 区 阅 ， 志 可 能 不 尽 ; 因为 有 时 用 (46) 式 的 缩写 记 当 
表示 YCD ETZI $= te, 的 值 . 
用 了 这 种 记号 ， 对 应 二 方程 (5. 3-3) 305. 3-4) 89 25 4 35 FU 


为 
X(£5,1) = Cx), Ute), £4] (8a) 
YC D ^8 LxCG), Ute), te] (85) 
利用 (6) 的 记号 ,这 些 方程 进一步 简化 为 
X2 ,1:7 Í(x,, us, g) (9a) 
Yei 7 CX 4, Ur £4) (95) 


这 些 记 号 用 下 例 进一步 说 明 ， 
£R8.2-1 为 了 说 画 佐 分 方程 的 一 些 实际 的 应 用 玉 其 可 兹 的 来 源 ， 我们 
考察 每 月 投资 万 元 月 利率 工 的 问题 . 设 P; 是 个 明 积 累 本 Ad HUE 
十 1 个 月 总 数 是 
Pen Ati P tD (10) 
UB k-—0.1,--, 及 P,—D. 
FS dk 7; [Hildebrand, 1952 Rp 35 ££ (10). Meg XOT IE 
Ps OT DP, =Ù 
fu —7NBUEX D 
P,=0Cat 
IF e ERER. A 求 得 
g**1— {1+ I)a —9 


a=]1-+]i 


P= (4D P, 
- 297 * 
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Bx g£ki—omBpPQ—D. 
HITREM, T 
P= 04D P D 
P,— (4 DP, +D 
- O4 D'*P, E O4HDDAED 


k-i 
P,— (E D* P4 P OADD 


于 一 性 


因为 在 此 问题 中 P.— D. (11D) 式 化 为 


È 
P,— D 04D! 


j-ü 
(12) 式 是 几何 级 数 ， 由 上 式 , 我 们 可 得 到 和 式 的 封闭 形式 . 
Panc PS D(H PD 
这 就 是 说 , (12) 满 是 差分 方程 (13}， 把 (1) 式 的 Ps, 代 人 ,得 
(1-2) P4 -D- P DHI 
或 


kti. 
p,- pD 1 Iz0 


(11) 


(12) 


(13) 


(14) 


i4 D—13, AU 129-9 v 4S ALGO D sh, FEBR SE P 7L fap B8 c D 


]— pk 


E zi 
T l—r 


rx l 


(15) 


完全 相似 于 微分 算 子 P— D 我 们 引入 移 似 算 子 ECRichard- 


son, 1954]. 用 关系 式 定 区 为 
EfCt-F KT) — fit + tT] 
更 简 路 些 。 
Efi=— frri 
利用 此 记 叶 , 方程 45) 可 写作 


E*y,-aEy, T DYL = pk 


这 里 我 们 用 了 EBay 一 aByx 这 个 事实 , HR a Jm E. 
» 288 >» 
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(18) 


(17) 
Z; £07) 


I par: 


L(E)-—a,E"--a, Bl a (18) 
Hop a 假定 是 常数 ， 算 子 LCE) 类 位 于 (4.7-20) 定 义 的 线性 微分 
ECT-LGOD. dE $8.4 中 要 利用 这 种 业 似 性 去 定义 高 散 时 间 系 统 的 
REEE. 
益 分 方程 的 阶 根据 方程 (17) 或 (18) 来 定 文 (18) 定 义 了 一 个 
2 阶 线性 差分 方程 ， 类 似 于 $5. 3 的 讨论 可 以 把 差分 方程 分 类 为 
非 线性 的， 定常 的 等 等 ，85. 3 的 基本 定义 可 应 用 于 差分 方程 ， 因 
此 这 里 不 得 重复 ， 在 那里 定义 的 任何 连续 系统 也 都 可 以 看 作 离散 
HARRAH. Plán 违 续 系 统 的 输出 可 能 只 在 抽样 区 问 上 是 知道 的 . 
这 叶 ， 系 统 就 可 看 作 是 抽样 数据 系统 或 离散 时 间 系 统 ， 另 一 个 例 
子 是 对 连续 系统 的 输入 是 一 系列 常数 ， 用 下 例 说 明 后 一 种 想法 . 
188.2-2 考 痊 如 图 8.2-2 Bpos Bg RC n gk, E x 是 电路 上 的 电荷 ， 状 
-A D p 
4= —z-Lu 


gr 


(a) 
图 8.3-2 (a) RC Blk; (5) A ut 


JR EE su) hs 
z(t) metu | g- 67 ?u (rdr (19) 
EE ESTEE E TEH 
z(ij,)—8 Cei"? gx) E (1— 6 T ity yu) (20) 


Ar BxpT Oi iE En E= EA 
« 259 + 
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(i, E£Q)—e Uaec 


A(Íga, b.) =] Diferi £.) 


于 是 方程 (20) 简化 为 
Tia Dl p Ud ts (21> 
当然 , EIH h foa - 05 5 TL 则 得 更 简单 的 结果 
z,,:;70(T)m tA O Da ia) (225 


求 函数 g(z)=0 的 实 根 的 牛 _ 
顿 选 代 法 提供 了 一 个 非 线 性 差分 
方程 的 例子 FTWylie, 1986], 和 牛顿 


的 递归 方程 或 差分 方程 是 
re) r 98 
Tri 一 T: g (z,) g'(r) iz 


(23) 
一 般 说 来 ,， 这 是 非 线 性 的 .图 8. 
2-3 说 明 方程 (23), 它 是 直线 的 点 图 8.2-3 AERA eH D EH 
HADE. Bn 车 gC)-—2a^—b, W 


aom (teur) ($8770 (24) 


8. 3， 抽 梓 数 据 系统 


离散 时 间 控 制 

例 8. 3-2 为 得 出 方程 (8, 2-1) 的 标准 系统 提供 了 启发 ， 现 在 
考 嵌 用 标 崔 形式 

| 
描述 的 连续 系统 ， 这 个 系统 的 运动 已 由 (5.5-13) 给 出 ， 交 了 方便 
起 见 , 这 里 重 述 如 下 
x() - 0, (x) 二 | ODB (1 

e 204 
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iaa ul asap P. natae ha ead ee 


TOPPED TONS TET (2) 
《1) 式 可 写作 
x(t) GO(1, LRC) tA, Eu) (3) 
H 
u—u(4i) ix. (45 


换言之 ， TRA 夺取 常数 值 Gi., TREIIRAHE B, tl 正 是 时 
Ab Es 右 方 的 上 时间， 通常 我 们 舍 去 (4) 中 记号 上 的 十 号 ,简写 为 
u(t,) = Uir) 
HAR u 有 常数 值 , 如 图 8.2-2 所 示 . 换言之 ， 抽 样 哥 作 可 以 
认为 是 发 生 在 区 间 utin te 上 , 这 里 8 是 任意 小 正常 数 . 
EHR) PS >in O 
KE) = Dts tr EE TF At Ep Ct) (5) 


EN 

Pts, ip =D, (6) 

EEFE Ee) — B, | (7) 
且 用 (8.2- 介 的 记号 , 得 到 标 崔 方程 

X,,177 D,x, t Au, (8a) 
335 B ERE TRI AE FERN 

y,7 C;x,--D,u, (BD) 


dn IR 38 ELI RE PS HORREE EC [B] cS y. DE (8) 可 赂 烦 简 

化 ， 那 就 是 说 , 对 一 切记, 今 f441 一 fx 一 了， 于 是 对 定 第 系统 
Psst) = EFIT = 人 BT) (9) 
EW | 
BG t) [|I Do, Eas] 


. 29] 
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= (i te) ACT) | 007 

COE bES x E 

Xe 8(7)x, ACTU (Ilaj 

y,—UCx,-- D, | (115) 

我 们 得 出 方程 (8) 和 (11) 是 利用 了 系统 总 受 控制 或 受 激 励 于 

分 段 常数 输入 或 控制 和 失 旺 的 假定 ， 这 样 的 控制 系统 的 例子 是 很 

多 的 ， 作 为 例证 ， 我 们 考察 一 个 连续 系统 由 数字 计算 机 得 到 输入 

的 受 控 人 情况， 数字 计算 桃 的 输出 仅仅 是 数码 ， 它 只 能 在 抽样 瞬时 

是 可 得 到 的 。 这 就 是 说 ， 数 字 计算 机 一 般 说 来 是 按照 某 种 指令 在 

特定 的 瞬时 输出 数 ， 然 后 为 了 激励 连续 了 系统， 这些 数 转换 为 合适 . 
的 输入 信号 ， 这 样 的 装置 如 图 8. 3-1 所 示 ， 


r aca m m, p m OU CNN CAS a m 


— ! | yU) 
Ar HAHL LA UB xfi Ri 
ED 
”样本 保持 O 


图 8#,3-1 计算 机 控制 的 连续 系 综 的 方 眶 图 

样 杰 保 持 元 件 描述 计算 机 的 抽样 ， 而 保持 元 件 措 与 “ 平 请 的 ” 
滤波 器 [Tou, 1959]， 如 前 所 注意 到 的 , 当 离 散 元 件 ( 例 如 , 数字 计 
答 机 7 的 输出 用 来 控制 连续 时 间 系 统 时 ， 样 本 保持 元 件 是 需要 的 . 
有 了 时, 这 样 的 元 件 称 为 数字 到 模拟 转换 器 . 

在 推导 离散 时 间 系 统 的 标 谁 方程 中 ， 我 们 已 经 隐 含 假定 了 一 
个 完全 零 阶 保持 .用 记号 表示 ， 具 有 输入 4 的 完全 零 阶 样本 保持 
元 件 的 输出 是 

u(tu) mut, v) b ES (12) 

xx EAE HR CD XE X, PEAR ETEA Rt RT 
内 将 不 能 保持 一 个 定常 信和 号， 用 符号 天 示 ， 不 完全 保持 可 到 为 形 
wi Kalman £i Bertran, 1959] 
= 292» 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


ut, eo serpy utt) biri ie (13) 
E] 


SEE. daxHEJI fS DELWIE REANO. XRAPIPEAE. 
的 供 持 元 人 着 ， 其 中 一 些 在 关于 抽样 系统 的 文献 中 讨论 过 ， 例 如 参 
d £E[1959 E fu iif eg 25 v bk [ 1958 ]. 

抽样 

起 设 一 人 国 定 抽样 区 闻 后 ， 对 定常 系统 可 建立 方程 (11)， 焉 : 
外 , 合 含 假定 了 (并 不 必须 如 此 ) 一 切 控制 变量 wi u COR BL RE 
0 蕴 元 这) 是 以 同步 方式 抽样 的 ， 我 们 证 明 (1) 式 ， 更 准确 些 古 
(124 臣 的 记 写 对 包含 各 种 抽样 操作 是 是 能 一 般 的 ， 为 了 说明 这 一 
Bi. EE A Xj EE S [u 好 ]"， 这 里 tH 和 ,比如 说 ， 是 从 图 
8.3-1 的 数字 计算 机 来 的 抽样 值 ， 在 图 8. 3-1, WIRKT HE 
fo X SEDET 输入 “保持 元 件 方 框 * 中 。 从 保持 元 件 方 框 轩 发 的 到 线 
表示 描述 在 图 8.3-1 中 的 控制 信号 . 

如 图 8.3-2 所 指出 的 ,控制 变量 us 是 在 等 时 间 区 间 衬 的 抽样 ， 
然而 控制 变量 v 是 在 稍 机 时 间 a ta te 等 等 的 抽样 显然 , 方 
程 (5) 描述 了 系统 在 合适 的 时 间 区 间 . 上 的 运动 , 例 3. 3-1 给 出 一 个 
fup. 一般 说 来 , 我 们 认为 方程 (3) 不 仅 摘 写 时 变 系 统 也 描写 定常 
系统 。 对 于 定常 系统 可 用 记号 


. wu, CAT) 
us E. £0) = CD) mm 


i 1 C) | 


时 间 
图 8.3-2 控制 信号 u fw GEZUR RIO 
x(t)—b(t—i,x(2)-- A(t—t)u(to (14) 
3 BH mL He n SE ARE ERU. EAM ET DB AR REIR C3) 式 的 一 般 


=. 295 
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药 记 号 
抽样 操作 经 常 使 用 于 包括 异步 的 .多 速 的 .随机 的 及 其 它 的 控 
市 系统 [Kalman $n Bertram, 1959], 为 了 用 符 叶 确定 这 些 操作 ， 
Pa= tr, — ti | (18) 
A HU EE GE 3020 — BHEEHR TE E T] HP S LAO BF — E E T.— 
异步 抽样 定义 为 一 切 抽 桩 操作 以 同样 速率 ME 2r Fd BE IRE 
^E, Ap58 8.3-3 所 描述 的 . 用 符号 表示 , 车 b 与 uR II 
取样 器 的 抽样 瞬时 , 则 t =t te, AE e 是 正常 数 ， 在 随机 抽样 
-操作 中 , c, ALT, 都 是 随机 变量 ， 多 速 抽样 只 是 两 个 或 多 个 取样 器 
-操作 在 国定 但 不 同 的 区 疝 上 的 情况 . 


+, = kT 


T TIT t=T 
i= kT +o 
(e) Q) d t6 | 

ai ETT, t,-kT 

T, J TT; T, T z 
L m , ET m A A —kET'-6 
(o d) Hh G ë ts 


图 8. 3-3 一些 抽 样 拘 作 的 例子 。 (G0 WIE CHAR), OO B 
| ib. (eo 随机 的 ; (LQ) £o 
$j3.3-1 考察 图 3.3-4 记 未 的 系统 ， 基 中 有 两 个 样本 保持 元 伞 
(SHE). WERI 是 有 抽样 区 阐 为 了 种 的 常规 取样 器 .取样 器 2 也 是 常规 


UH s 但是 它 的 抽 科 区 问 为 工 和 . 


Æ 8.3-4 Aat hF 


a 2044 
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连续 系统 的 状态 方程 是 


t, b l||nm 8i 
NEP 罗网 
X—Ax-ru 
BRAA RERET tn 有 


zi DE) a( ueo 0< Rua e E EH 


2 
其 中 
u(£)-[uG)) yx) 
其 次 
x,- o( x (uuo Oi eh om 
共 中 
u(£) —[uD — wOD]* 
对 xs, 有 
u TM. F — m T 
x e( A) (T nuo Ot C—O i s 
Hi 


Wt) mu) udi" 
结合 上 面 三 个 方程 ,可 以 求 得 用 x, 表示 的 xs, 即 


n= xL) (T Jad dd TM eo 


q TESA 


输出 抽样 


所 述 的 任 一 押 样 操作 可 以 用 在 控制 变量 上 , 如 上 面 所 讨论 的 ， 
或 在 输出 变量 上 上， 或 在 控制 变量 与 输出 变量 二 者 上 . 在 某 些 情 襄 . 


中 ,一 个 连续 时 间 系 统 可 离散 化 , 因为 它 的 输出 是 抽样 的 或 者 只 乱 
在 时 间 的 离散 后 观测 的 ， 我 们 再 次 沽 察 方程 (8. 2-1) 的 系统 , 但 这 


的 ， 那 就 是 说 , 系统 的 输电 只 在 时 间 的 离散 挟 抽 样 , 因而 输出 方程 


. 295» 
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实际 上 化 为 
y,-C,x, Du, (16) 
ix A5 — Bp 3E ua Ruf ou. $8 ae Ee B. YETIIPERIB B.E 
£X REB idBEBS. Dm n] e E 885 px fe LEE d EE RT 365 53 
的 状态 ， 所 以 门 题 的 伴 本 数据 性 质 来 源 于 抽样 输出 而 不 是 出 于 过 
制 估 旺 药 离 若 时 间 性 质 ， 在 这 样 的 情 训 下, Hsu nOn jf 
(1 中 的 积分 十 方 恒 的 ,以 改 方 程 ( 二 作为 
x(£) - D(1,t,)x(4£,) + n(2) (17) 
这 里 对 上 术 作 任 休假 定 ， 下 面 的 例 于 阐明 上 面 的 思想 . 
例 8.3-2 RRE | 
à-—Àz-le | 
其 中 e 是 常数 ， OE PUESTCUUE G E WEGO, AnAk T: 
H ARRIERE zo os. 换言之 , 输 志 只 在 离散 时 间 是 已 知 的 , 所 以 
Y= ži k—1,2. | 
在 解决 这 个 问题 中 ， 我 们 也 说 明 如 4.8 指 出 的 增 广 系统 的 应 用 [参看 方程 
(4.8-11)]， 增 广 系 统 定义 为 


SD 


Yr 
C—!1 0] 


x-—[z s], A 


zb x Hl 
x(1)-O6í(t, t0x(i 
给 出 , 其 中 
Dll, ta) ert tt Er m | 
Lo 1 
UÜfcdrysgA Rd x 
y; Cx, — Ceo (tx, 
a2 20A 
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y =C 一作 二 0X, —COttr, 
REHA E =t 在任 了 适当 的 运算 后 得 到 


m 3 — alti 
M. e yil eti) Wi 
CF: gtts -—pü-e) E 


求解 这 组 方程 导 册 解 
u I-—e*^t: k | — gtii 
299 —— 3A em TA Yr 
KEF a tr. 
em by, 
其 中 


A= (Mn ehh) 


我 们 现在 把 注意 力 续 到 差分 方程 的 基本 方面 . 


8. 和 4、 着 分 方程 

由 凑 分 方程 描写 舶 系统 可 以 六 和 该 系统 的 连续 异 拟 系统 非常 - 
相同 铭 方 法 来 处 理 , 我们 将 说 明 $4.7 的 方法 只 要 稍 加 修改 就 可 用 
于 离 获 时 间 系 统 ， 我 们 已 经 看 到 如 何 从 连续 系统 的 微分 方程 导出 
抽样 数据 系统 的 状态 方 穆 、 半 而 在 这 一 节 里 我 们 的 注意 力 是 哲 向 
Hats FHSIBüS S dsAwEE. TERDA. 4- A CENE BERE 
E ^L RT 的 状态 变量 开始 ， 使 用 这 个 术语 是 由 于 (8.2-18) 和 
(4.7-20) 所 定义 的 算 子 之 间 的 相似 性 ， 比 较 这 两 个 式 子 可 看 出 移 - 
位 算 子 如 起 车 算 子 靖 的 作用 ， 当 讨论 连续 系统 时 我 们 用 方程 


(pta)y-u 
xEX F—^4 pw. SEI 240102; 
CE | agr, c9, (ia) 
Fe Us (1by 


ELARA NOR, 其 中 a LRR. WASG SC L fnb 


FT 
* 中 os 


PDF SEH "pdfFactory" 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


W— BE, —7T- EREA CARE. FEOJ SIE 
Th41 = — Up Hg (2a) 
y. — X. (25) 
方程 (2) 给 出 类 似 于 方程 好 ,7-29) 的 离散 时间 积分 器 的 状态 方程 ， 
随 肴 这 个 相似 性 的 建立 , 我们 可 利用 87 的 结果 写 出 差分 方 竹 的 
状 在 方程 ， 作 为 例证 , 考察 由 线性 半分 方程 


L(E)g,—u, (3) 
挡 述 的 单 输 入 单 输 出 系统 ， 或 更 明确 些 : 
nna koI Os dnl od 5 ty (4) 
如 在 $4.7[ BA (4.7-22) ], 定 交 状态 变量 如 下 : 
xik) = Yx 
Zalk) 7 Yey 
(5) 


Lal k) — ui. a 
这 里 为 了 方 恒 使 用 记号 c (0,)—2, 00, ERE RET 2,0), BrfEIS 
A Er (kR)—zET 1H 
ilk -H 1) = Yep = mE) 
talk t 1) — Yra — Tal) 
— E E (6) 


a, (E -+1) = Fask 7 一 一 [anzi CE) 3- d, FS CR) | t 


TE us JR AB EE J£, 得 
z,G L1) 0 1 0 0 n) 0. 
zG-Dj|lo 01^. 0 je |. io 
" | | 
| e | 
EATI] | Ani p XC) ou. 
(t. Gu J 0d, 
JEC P NS 3 
- 298 + 
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x(É-- 1) - Fx(£) t Gu(£) (7) 


0 rti dg 也 可 写成 
rn: = Fx, Gu (8a) 
| Y= LX; : (85) 


用 下 列 例 子 说 明 在 $4.7 中 建立 的 另 一 方法 . 
$8.41-1 差分 方程 
(a4 B7 -—- a, E-H ay gum (DET -EDLE- Dol tiy 
TRETE 4. 7-8 描述 的 方 靶 用 矢量 记号 改写 , 求 得 状态 方程 
zT 1} = 


f (站 十 1) 一 -la es) agr, Ch) | us 


输出 方程 起 
NUM IDE b, 
yg (E) zc 一 2 (£) *(h 9 (kj t (k) 


JEA GE 4. 7-8 A (4. 7?-63) 式 得 出 的 ， 写 成 年 阵 记 号 , 有 
Err = Fx, Gu, 
y, Cx, Du, 


g 1 [ & 
iub oo [i 
Ta Js | Fa 
当然 ,我们 可 以 继续 说 明 在 $ 4.7 中 讨论 过 的 共 它 技巧 ， 热 而 似乎 没有 
DX, AAT URPUIE E ER, 


共 中 


矩阵 误 分 方程 的 解 
如 85.5 一 样 ， 我 们 只 考察 线性 系统 , 特别 是 把 注意 旋 集 中 于 : 
方程 | 
Xr ~ DiX t Au, (1): 


首先 , ARHAR 
«299 +- 
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X4,:7 0,x, (2) 
HS k=0, L ee, ERA 


——— (3) 


Ji EC) 8 Uu b T d m 的 系统 的 自由 运动 。 如 果 系 统 是 定常 
的 , 且 抽 样 区 间 是 常数 ,方程 (2) 有 和 解 
Xp = D^x, (4) 
《把 此 解 与 例 8. 2-1 的 齐 次 解 相 比 较 . ) 
现在 假设 次 散 时 间 系 统 是 抽样 数据 系统 ， 它 的 转移 给 昨 满足 
由 (5. 5-10) 确定 的 性 质 ， 则 有 解 
x, D, to Xo 
x;— (z, tox D (ta, Eo) Xo 


4RRAREGARRERGRHHAREERGZSREASZENFSHEHEAZK-AA EAF 


(5) 


x, — Dt,, fo} Xo 


如 果 系 统 是 定常 的 , 抽样 区 间 是 常数 , 可 利用 (8. 3-9) 的 结果 写 为 


x= (ET) X (6) 
其 中 荆 是 抽样 区 启 ， 如 (4) 式 所 指出 的 ，(6) 式 也 可 写作 
x,—GO'(Tox, (1) 


一 般 ， 我 们 省 酷 显 然 的 抽样 区 间 卫 而 采用 (4) 式 的 记号 ， 
现在 考察 由 方程 (1) 定 义 的 强迫 系统 , Hp — D, A, = 站 .对 
ES Tope E MESE: 
x,—ODx,-- Au, 
X: =x -i Au, 
P" 300 a 
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一 二 [Bx T Àu,|- n, 


E mg A derkb nA 


| k—1 l 
x= xt 5 D Au; (Ba) 
P-0 
k-i! 
—Q'x, -+ Vii Au, (8b) 


比较 方程 (8) 与 方程 (8. 3-1)， 看 出 连续 系统 的 积分 对 应 车 离 散 系 
HEMA. FXE, 在 有 限 差 分 中 [Richardson, 1954]， 人 们 试图 
对 和 式 求 出 封闭 形式 的 解 就 像 积 分 学 中 作 积 分 一 样 ， 这 里 将 不 涉 
及 这 个 内 容 , 因为 它 本 身 就 是 一 门 课程 ， 然 而 , 注意 到 在 例 8. 2-1 
对 于 和 式 实 际 上 我 们 求 出 了 封闭 形式 的 解 [Hildebrand，1952]. 
比较 方程 (84) 与 (8. 3-1), 使 人 联想 到 ， 类 似 于 连续 系统 的 加 权 函 
数 可 把 序列 A, DA, e, DAE LOMERA. Aie, MEF 


J| 5E X. 29 
W.= D"A 
可 写 
出 一 | 
x= (D x, + SIW il; (Ba) 
i-o 
: 而 一 上 
x,— D*x,-- > We (95) 
=Ù 


这 些 关 系 式 的 右 端 表示 "着 积 和 ”， 它 类似 于 这 续 时 间 系 统 的 卷 积 
积分 . 


8.6. z 变换 
我 们 951 人 z 变换 主要 是 为 了 完善 连续 系统 与 离散 时 间 系 统 之 
刘 的 类 [ 比 ， 拍 样 数据 系统 分 析 使 用 « 变换 技巧 可 以 看 作 是 经 典 方 
和 法， 因为 这 古 纺 有力 的 状态 空间 方法 .我们 将 要 在 下 面 指 出 分 析 
* 30I” 
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的 z 变换 方法 的 局 限 性 ，# 变换 是 用 于 解 差 分 方程 的 一 种 算 子 ， 
它 类 似 于 拉 氏 变换。 事实 上 ， 如 果 回 想 一 下 国 数 f(t) 的 拉 氏 变换 
定 必 为 FWglie, 19661 


FG)&sLfQ)14| Feda | (1) 


EUR IE HH BUB BU HOURS, JUR LOROGRORE FG 9 
0, 1, 2, B8] * AS dh jorut 


zf;|5-FC)-5 P3 LM (2) 


z 变换 紧密 地 联系 着 拉 氏 变换 . 事实 上 ,= 变换 可 由 拉 氏 变换 得 到 ， 
如 在 拉 加 津 和 富兰克林 [1958J] 中 所 证 明 的 那样 ， 就 像 拉 氏 变 换 那 
样 ， 已 编 出 广泛 的 2 变换 表 ( 变 换 对 )。 在 下 面 的 例子 中 要 推出 以 
后 工作 中 用 到 的 一 些 特 殊 变 换 式 (参看 附录 11D. 
9i8.6-31 常数 函 数 f 
fı=f Ti-0,1-.£ 

的 z 变换 可 利用 击 8.2-1 的 结果 求 出 ， 在 那里 对 于 儿 柯 级 数 建 立 了 关系 式 
[参看 (8. 2-15) 式 ] 


车 上 无 限 增 大 , 且 恋 + 之 1, 有 


Yrs- rcl (3) 


l—r 
i-4 


利用 公式 (3) 可 求 得 于 的 :变换 BD 


x[f]= fe- 


{=ù 
i+i 
-(2) 
=iimf 一 一 一 
1 一 
A 


j +a 
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-f— 当 


z—I 


HR 产 的 2 变换 也 是 一 件 容 易 揭 事情 ， 有 
[f= 75 Pant 
i-ü 


ie (4) 
F-: 


-xXi) - we 
现在 说 明 z 变换 在 解 矩 阵 差 分 方程 上 的 应 用 假设 我 们 考察 
Jjf2(8.5-8) 93R Et, KARR EL HT SI 
| x,— D'x, (5) 
HAKDAR r—2 0,38 
GE x,]— 9 (GO x,T 


= S 02x, (6) 
=lim(1—z7' E) [I— (27 Q)!*']xe | (7) 
性 式 化 为 
GE[x.]— (0I—2 WB) xp (8) 
AUR 
lin(z!d0*'' —0 (9) 
Ex PE 
Iz pl | (10) 
mE Fs. | 
在 计算 强迫 响应 的 z 变换 之 前 , Rf EE 2638925 RN 
H 


iede 2 
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=z Dl fan cU ) 


=z fa Fa) zh (11) 

其 次 , 要 证 明 离散 时 间 “ 卷 积 "对 应 于 变换 式 乘法 ， 考 察 关 系 式 
Xs = 22 Wm (12) 
EF i= o 窒 味 着 我 们 考察 的 是 无 限 的 过 去 ，(12) 的 s 变换 是 
x(S W,.,u, y (13). 

EFEMER keni, HAER n TE Ing, tH 

SW Du, adt (14) 
ADLER uw. 的 x CRA, 左边 和 式 是 W.dyzdgBERIAL JH 


EI 5E 
Eix ZL WwW] [wu] 
— Wí(z)u(z) (15) 
ig 58, CI) SOUL T hr E RE BA HAN ERA IEA RJ A A. 
我 们 需要 进一步 的 结果 : 


GE [ fai] DOS 
一 5 5 faim 79 
—a FG) fa (16) 
388] (15) 55 C16) Bo £l RC 113: 30 7 £2 (8. 579a) 062 8 EE E 3808. 


响应 的 z ERR, RIA 
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S£[ x, — E [G^ xo] ELL] | 7 
其 中 


a= SW uncia (18) 
ù 


利用 (8) 53 (16) 528 RR C f0) 
SE [x,]—(I—2 BD) xof 2 [fa] 

由 C15), 得 

[f] —W(z)u(z) 
其 中 

W(2z)-—[qA] 

-(l—z'd»5''AÀ 
BrELCS. 5-90) B] z E BRA EE. 
x(z)-—(1—z2 d) !(xit 2! hu(z)) (19) 

读者 应 把 (1t9) 5 (6. 7-15) IH EE £2. 1E 0] EE S. 31 rb SE DET fax 
(19) 的 其 它 更 直接 的 方法 。 还 有 由 杜 [19647] St tff S 9S A. 


作 增 广 系 统 
wee] — €» 
其 中 四 是 输入 过 程 的 转移 和 您 诈 ， 于 就 是 说 ,E BOX 
U,,;7- Fu, (21) 
€x, FECIOARA 
Yaa = Hy, (22) 
更 在 按照 公式 (8 有 
Zy = A 'H)''yo (237 


An (23) ni B RE r9 ac TEL BUS Jp £6 (20) Higi BEBE AT ER, 
然后 好 果 把 人 (337 展开， 就 得 到 (197 的 = 变换 式 ， 详 细 论 证 留 给 读 
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这 里 结束 了 z 变换 的 简略 的 讨论 ， 我 们 已 经 非常 简略 地 说 明 
了 它们 如 何 应 用 ， 此 外 还 建立 了 一 些 与 拉 代 变换 类 似 的 公式 、 当 
然 , 就 像 拉 氏 变换 一 样 ,“ 变换 限 用 于 定常 系统 ， 这 个 限制 比 开 始 
时 售 计 的 要 严 ， 例 如 ,= 变换 只 对 常规 抽 祥 ， 即 固定 抽 衬 区 间 是 有 
用 的 ， 其 次 , 当 利 用 这 个 基础 理论 时 , 系统 的 状态 仅 在 抽样 瞬时 是 
可 得 到 的 ， 俩 8. 3-1 中 讨论 过 的 方法 是 多 方面 通用 的 ， 且 可 用 以 
求解 更 多 种 类 前 问题 ， 例 8. 3-1 的 问题 能 容易 地 设计 数字 计算 机 
程序 , 而 利用 z 变换 公式 陈述 问题 时 是 麻烦 的 ，、 当 然 , 如 果 抽 样 不 
是 常规 的 , = 变换 是 用 处 不 大 的 . 


8. i， 稳定 性 研究 

这 一 节 里 的 定名 和 第 六 ,第 七 两 章 中 的 那些 定义 是 相同 的 ; YT 
多 定理 也 是 一 样 、 尽管 如 此 ， 我 们 还 是 在 这 里 分 别 给 予 简略 的 介 
绍 ,以 说 明 关 于 抽样 数据 系统 平衡 状态 与 稳定 性 的 概念 ， 因 此 ,我 
们 重 述 一 些 而 非 金 部 第 六 、 七 章 提 出 的 定义 和 定理 ， 我 们 的 目的 
是 说 明 如 何 应 用 第 六 ,七 党 中 的 概念 于 抽样 数据 系统 , 而 不 是 重 述 
每 一 个 定理 和 在 那里 介绍 的 例证 . 

平衡 状态 

为 了 赋 究 抽样 数据 么 统 的 运动 , 先 从 自治 系统 

Xpy f(x) (1) 
开始 , Khi 5—0,1,2, PT k— 0 E X. (xo) 为 
Xx, —Í(x,) Fx) 


再 一 次 选 代 导 出 
X;—Í(xj)--f[fx)]15-F'Cx,) (2) 
记号 (zo) 只 是 为 了 方 酉 ， 而 不 是 震 示 国 数 请 的 平方 、 推广 (2) 
APES, TE 
Xx4,—F^(xp) (3) 
« $06 * 
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E Lus WU GER ULIOICOISEN € 114 
和 如果 我 们 胡 一 控制 天 量 于 方程 (1) 我 们 有 差分 方程 
Xi; TÉ (Xe, Ug) (45 
AZ rgr82xbEGGEPIEEGESRXL q mse ARRE., Bep 
足 方程 | 
x,—f(x,, c) (5) 
的 矢量 xe 称 为 平衡 状态 ， 如 果 系 统 开 始 于 平衡 状态 Li) = KX 
则 由 (3) 有 
Xe= F"(x,, €) 
考 祭 下 面 的 例子 . 
例 8.7-1 差分 方正 { 人 参看 例 8. 2-1) 
Pians OÓHDP D 
的 平衡 状态 是 
P= i1 pi Pet D 
D D 


—] i—r 


ram 
—- 


方程 18. 2-24) 的 平衡 状态 是 


稳定 性 
如 同 在 第 六 ,七 党 中 , 我们 为 了 定义 稳定 性 概念 考察 了 关于 平 
衡 状态 的 微小 扰动 。 粗 临 地 说 ， 如 有 果 系 统 的 微小 扰动 在 平 奖 状态 
引起 相应 的 微小 偏差 , 则 系统 就 是 稳定 的 ， 在 控制 系统 中 ,一般 希 
望 系 统 随 着 时 间 增 长 问 到 平衡 状态 。 如 果 这 种 情况 发 生 ， 我 们 说 
系统 是 汪 近 和 状 定 的 ， 或 者 更 正确 地 说 平衡 状态 是 蚀 近 稳定 的 ， 上 上 
面 的 个 想 可 正式 推广 为 下 列 定义 ， 
定义 8.7-1 (D 方程 (4) 的 平衡 状态 x 是 稳定 的 , 如 果 对 于 
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任何 ez 0 AENA Ce, ta) 070 使 得 


| Xxi— x4] x ó (6) 
pu 
IX—X je C) 
(ID). 3E BETA so EIE Rx B9. MRE CERE H 
limIx,—x,1 —0 (8) 


(ID. 平衡 状态 是 一 致 稳定 的 , 如 果 5 与 如 无关. 

(I) 如 果 解 是 攻 近 稳定 的 且 6 可 以 任意 天, 则 平衡 状态 是 大 
THH EO E I0) CA Eo f X B) SE A FA SE PD. 

在 汐 察 稳定 性 的 特殊 情况 之 前 ， 我 们 在 下 例 中 说 明 上 面 的 定 
De. 

8.7-2. FRA g(8.2-24) Bid i D RA, BID Y HEU oct 的 
HRR PEHEE. ATE 8.7-1 Bri BH iS, SE Gi Rd En. — 600. T 
Tad 7r ds og PE, RAH 


taceo n- 2e 一 -一 一 


s e) 0-2) (9) 
现在 考 虚 人 在 何 n0, 申 方程 (9) 得 
ac (ro -o(1-£)»o 
3j f2(90 4,1 B FL m, 6 就 有 feee, pH. 
(25, —6) «Go (10) 
TA d0) A 
lim] z,—e] —-0 
或 
limz,-c 
k =i 
于 大 得 出 结论 : TERS za= 是 阁 近 稳定 的 ， 我 们 把 平衡 执 态 r=- eH 
研究 留 给 读者 ， 
。 30g * 
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定常 线性 系统 


我 们 曾 略 地 考虑 自由 系统 
Xa =x, x(i)—Xo (11) 
其 解 为 
x, OD" xo . (12) 
A T BE, 设 GO EIL EHI. ELS OD 相似 于 对 角形 扰 降 , 即 
T DT —diag[4,. 4s. ---. Aa] (13) 
其 中 As An cr br 是 D HFFA, T E mma RBE REZ AIF 
WEE EATER E m E 
X,— Tz; (14) 
于 十 方程 (11) 化 为 
Z, =T 'OTz; (15) 
方程 (15) 有 解 
z,—(T :BT) "ro 
~T 'Ø*Tz, (16) 
显然 方程 (11) 是 稻 定 的 ， 当 且 仅 当 方 程 民 人) 是 稳定 的 ， 方 程 (16) 
Bg dae PER AS SX C13) By e Oca, Hn 
diag| A}, A5, -e AE] (17) 


mA, TEE zIOO8IBX 
z, (b) — A5 z; (0) i-1,2,--,m 
ig E, 24— 91A; | 之 1, 系统 是 新 近 称 定 的 ， 此 外 若 一 个 或 多 个 |4| 
不 稳定 的 . | 
WERE RTT EAP A 24 8E PE 7 [XP LB HE af 
定常 弘 性 系统 ， 下 列 定 理 的 证 明 贸 给 读者 [Kalman 和 Bertram, 


19607, PED 
定理 8,7-1 E GREDOIDEEÉGEBRL AUTEM O— 
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S GE IL URGE A PE 


[A;| «1 i=], 2, (18 
BIH GIAI, 则 条 件 (18) 是 必要 县 充分 的 。( 也 订 参 看 革 


是 8. 23. ) 

下 列 定 理 提 供 了 检验 定常 系统 稳定 性 的 一 个 更 方便 的 方法 . 

定理 8.7-2 自由 系统 

Xia = Dx, 

R95] dS un 0 EARRA SHEAS O 的 每 个 元 素 当 boo 
了 时 一 致 地 趋 于 零 ， 

定理 8. 7-2 fi I PTA MERR AB IUE E P6 EI RRS IX OR UE 7 fe 
(11) 的 稳定 性 ， 由 于 矩阵 乘法 的 简单 性 ， 这 在 数字 计算 机 .上 是 容 
à SAY. 

RMR T RIAK T EUER EE SOME ER PIE. W 
35 P BESETERS XE f pEH IPRC EEE FERUS E) | fle UR 系统。 
RRE. BESEJOGETERÉID PES RR HS E IR SECEEE PRISE 
AERA, KFR 内 容 的 进一步 的 基本 论述 参看 奢 特 拉丝 : 
[1962], VJ (Z2 B91E 35 SB S ZR SECRET DEAE E 1960], 


8.8. £d 


这 一 童 的 内 容 说 明了 状态 空间 方 共和 的 多 方面 的 适应 性 ， 例 
如 , 我 们 培 明 了 对 连 纺 时间 系 统 建 立 的 许多 理论 和 分 析 方 法 , 只 要 
稍 施 修改 便 可 用 到 离散 时 间 系 统 、 事 实 上 ， 读 者 按照 所 介绍 前 闻 
最 材料 不 难 把 状态 空间 方法 推广 和 应 用 到 各 种 抽样 数据 系统 上 
去 ， 在 下 谷 里 按照 需要 将 推广 这 一 谷 所 介绍 的 慨 念 和 思想 ， 我 们 
认为 这 一 章 是 以 后 工作 的 基础 ， 因 此 在 本 书 的 整个 其 余部 分 部 详 . 
Rx S BRE 


= 3I0* 
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E 
8.1， 设 某 人 每 月 投资 10 元 , 月 利率 为 0.5 25, 问 10 年 末 他 有 多 少 积累 ? 
8. 2， 求 级 数 


o sini 
i=l 
id 和 . 
8.3. RH REAR f = 二 #1 的 向 前 差分 ，: 
了 


3 
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8.4. M AR fO) 关于 它 BEBE MI SE ERST 利用 此 : 
XH D= E 的 导数 ， 

8.5. AH 

X — Àx -- Bu 

Eiio AEE, HEF u kiki usó e; X] f£, H BEE 
Ir EX dS ia dR A tA. 

8.6. jx J, 是 某 证 阵 正 iH, AHE 

Q(T) = | efvat 


AEdE 2$ CE NB S. 6-1], 

8.17. HARR 8. 6 的 结果 , 试 证 

e(T) IT 

是 非 奇 的 ， 

8.8， 利 用 方程 (8. 2-24), oK 10 的 平方 棋 ， 对 n HEIC RE Senn A 
ATARE CFE, Xiro 的 两 种 选 益 , 设计 方案 是 否 部 全 用? 

8.9. XE Exit PEG 

$-—-—rju qi sd 
Ji s d AL REA H E 
t= —D,.u gi) == Hg 


Mie uidi ym e 是 在 随机 时 刻 抽样 的 cE A ibus f mi Hu ve aAGX DE E A 


8. 3-2]. 
8.10。 利 用 习题 3.9 的 结果 ， 由 测量 给 由 y (405 yu) Se it a 
G ut) aXX. 


8.11. A B RAD E 
人 
Te (8. 4-6) se SL dE x E XE ELTE HM A EE. 
8.12， 求 习 8.11 中 系统 的 和 解 [ 参 汪 方程 18.5-4)] 
8. 13。 解 差分 方程 组 
Teri = Ire do, 
Dpi S p Hy 
8.14. Eir Rnt E 
«312« 
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$- iz] 
| $$! .0 ollz 
WEGE, HERSE ii ILAE ERE, 
&.15. 2] 8.14 ffo ES x aN la E 
HLLUIDUL TIMES 1 
Jtr ACT) — [1 1]7. cksEDRFE CUR SR ERR — BERE LIBCH AA. 5-9) 1. 
8.16. (E2]ME 8. 15H E uuu dé UE. RERS GR A E 
RAR SANH. 2-20) ]. 
8.17. FEAH E 
È |. 1 tij: [9 
NE JMEM 
EE FEAR (DT) E ER ERIS TR e p nd B ACT). 
8.18. 习题 8. 17 Fi RAA FARE 
, 8.19. 31584 8. 2-2 中 的 系统 求 平衡 状态 . | 
8.20. P 8.2-2 pik taim te= T, X IE nC Om e[f x2 —z(12], 
中 是 基 个 所 期 望 的 状态 ， 系 统 方程 成 为 
te= [6 ^ —eil—e7?)]z,J-e(i—e7 T f (a?) 
3X MEE ERESCP RET. ETERA mma o fo». 


8.21. JEH HE 8.20 cb 0 fix 一 问 xj oedBaft d ms: x ga 
AE AIT 
8.22. iU kp (E rt rli Rap ILA R ESSI S pa.2- 
2RR WA EE 
uii =z li tela- ali) | 
HF 
(E— iziti —c[z5—ax(,1 
Ut 一 二 mI BT Am. 
8.23. koji 8. 22 h MIAR REEERE. FERE TIE 
Jis xb] fmoETES co bz 
8.24. f] 8.2-1rp RÉE X 8. 7-1 HALPERT D, 为 要 系统 
ERED r GEA: 
8.25. X48 
由 313- 
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Tat (k— 1)2,.,—0 
的 解 , 其 中 c 是 某 个 稼 数 , ORERE, (RR x 是 常数 并 且 像 解 往 续签 分 
3i EE — BOE ETT ORT K BUT A TED SEE fo IS 


8.26. Jr 
| da 0 tz 
MEMMM 
所 描述 的 系统 ， 利 用 定义 8.7-1 BUüiLENEDIDWRAT 此 系统 的 稳定 性 .利用 定 - 
H 8. 7-1 MEENE TE, 

8.27. 证 明定 理 8.7-] 

8.28, HEEM 8.7-1 相等 于 结果 : z 变换 前 极点 n DEET rE 
面 以 原点 为 中 心 的 单位 赔 内 [Ragazzini fü Franklin, 1958]. [提示 : 展开 
(8.6-8) 式 成 部 分 分 式 并 利用 出 8. 6-1 的 结 昔 变换 色 时 域 中 去 . ] 

8.20. EER AE x—AxUETCIS toni Be de dm x UE xui DUO x 
PEE BU XRAEDB AoGXgBsGA SER RGEP BID dee 系统 是 稳定 的 
RB: 
8.30. RA 5.6-3 中 的 转移 第 阵 的 特征 值 。、 关 于 稳定 性 你 如 何 区 分 此 
m Str 

8.31. 以 对 方程 (8. 5-1) Nez 变换 来 建立 公式 (8.6-19). [提示 : UR 
1G. 8-11). ] 


a jj» 
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第 九 章 ”可 控制 性 与 可 观测 性 


9.1. 引言 


在 控制 系统 的 研究 中 ， 我 们 不 言 而 喻 地 已 假定 迫使 系统 按照 
a ibn 换言之 ， 在 一 般 情 况 作 了 隐 伟 的 


HEPER EY ER PH IH ACTI TE MER T EIL m UL HITA DPATEC CES 


TRETIA HE I ATA SE ITA ZUR zu UJ He HY 


Na E orent inn = 
HHA ES A ERR S RE, 5e ie EE S" 89 E 
观测 性 an EE BRL RT a [8 Bs PEE 200,390] A 55s E P3 a H A Hee De 2E, 


uk 


该 系 统 的 任何 初 态 ， 此 系统 就 是 完 金 可 观测 的 .我 们 将 要 确定 可 
观测 性 与 可 控制 性 之 间 的 对 避 关 系 并 研究 这 些 论断 . 
在 $9.2 次 引入 可 控制 性 的 和 概念 , 日 试 国 对 抽样 数 据 系统 设计 
一 个 最 优 控 制 器 我们 将 要 发 现 , 如 果 某 些 条 件 满 是 的 话 , 亦 即 如 
果 系 统 是 完全 可 控制 的 话 ， 以 最 小 个 数 的 控制 信号 (振动 终止 系 
统 ) 转 换 任 何 初 态 到 原点 是 可 能 的 ， 我 们 在 二 维 状 态 空 间 说 明 可 
控制 性 的 概念 以 建立 直观 的 几何 概念 . | 
在 $9.3 把 可 控制 性 与 可 观测 性 在 抽样 数据 系统 上 作 了 推广 
在 这 一 节 里 不 去 细 谈 这 些 定理 , 因为 当 用 到 时 , 89. 4 的 定理 常常 更 
易于 使 用 ， 在 89. 4 利用 吉 柏 畦 的 工作 [1963] 对 于 定常 线性 微分 
方程 引入 这 些 概念 ， 我 们 给 出 吉 柏 特 的 定义 和 他 的 一 些 定理 及 其 
EA. 我 们 也 给 出 由 卡尔 曼 [1960] 等 人 建立 的 由 标准 方程 确定 可 
控制 性 和 可 观测 性 的 一 般 准 则 , 并 且 提 出 和 说 明 一 些 一 般 的 定理 ， 
这 些 定理 的 证 明 在 $9.5 中 给 出 ， 这 里 也 给 出 可 应 用 于 时 变 线性 
.315* 
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系统 的 一 些 定 交 和 定理 .我 们 出 介绍 了 定妆 系统 引入 扫 样 后 的 可 
控制 性 与 本 观测 性 的 卡尔 曼 - 裴 特 详 每 [1958] 浴 弟 |， 

在 有 颈 后 一 字 简 暗 地 考 察 了 识别 问题 ， 我 们 提出 由 观测 脉 神 能 
庇 抢 中 确定 系统 动态 方程 的 实现 问题 ， 给 出 关于 这 个 问题 的 一 全 
定理 ,此 定理 担 供 了 综合 问题 的 - -个 解法 ， 

这 一 章 的 一 般 处 理 法 ， 如 前 面 的 引 高 所 指出 的 ， 基 由 特殊 到 
一 般 . 首先 请 税 单 的 控 制 问 题 导 出 可 控制 任 的 基本 m E. EUR. 
把 离 区 时 间 身 题 推 广 ， 进 而 讨论 其 有 和 相 异 在 征 委 的 定 前 系统 ， 接 
者 著 败 时 灾 系 统 并 且 介 绍 状态 空间 的 标准 分 解法 。 


3.2. 一 个 控制 问题 

在 这 一 节 里 我 们 要 引入 可 和 控制 性 概念 ， 为 此 用 了 处 理 控 制 癌 
题 的 间接 方法 , 在 那里 为 了 达到 满意 的 答案 ， 某 些 假设 是 需要 的 . 
这 个 方法 不 仅 可 以 用 来 导出 可 控制 性 概 爹 且 给 它 以 物理 意义 ， 而 
且 也 用 了 前 儿 章 研究 过 的 找 巧 ， 现 在 我 们 还 不 涉及 可 控制 性 的 正 . 
式 定义 ， 主 要 是 想 建 立 导 出 可 控制 性 概念 的 一 些 物理 的 和 直观 的 
FE, 以 及 一 般 地 说 明 在 状态 空间 可 榨 制 性 的 儿 何 意义 . 

图 9.2-1 说 明了 所 考察 的 控制 系统 ， 问 题 足 找 出 控制 变 是 


图 9.2-1 二 扒 状 太空 间 移 控制 问题 (SHE Ja Ee Hoe) 
u (14) 53 (4,0 (£—0,1, 2,2 B9 — HE, 它们 将 使 系统 以 抽样 
IE IR 53s P CIBUM EE En adis x (OO EE SES: fa RS EKalman 和 
Bertram, 1958]， 如 图 所 示 , Tidi may BUA m Ei PME 
HRSA Ari L, AT A T PDA A UA S gO aE 
» 316* 
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入 号, 样本 保持 元 件 是 必须 的 , 
自 先 假定 三 0 旦 抽样 区 间 了 是 常数 , 由 图 得 出 状态 方程 湾 


a ol ,| a» 


运动 x d bii 


x(E 1:1) CD xG) + ACT)u(E) (2) 
Hep 
DT le (3) 
Lo 1 | 
1 一 7 7 T-—I-cre" 
Aml T | (4) 


H.T—t,,;—t,k-0,1,2,-^.. HrTEBHBESS-O RAZE 
H3 53$ —51]. 且 记 为 AS CT) — A, 

RER SXK F2 Bl H2] 22 (0), zat1),… 的 问题 ， 它 将 转 黎 任意 
HS x CO ER. BI x —0, AZN EDS ula] X. e 


初 态 只 用 一 个 控制 如 u CO)RSEBE SESSEL ER. VE x'CO AE X, 中 的 
一 个 舌 量 , 则 由 (2) 式 
X(t1)=0= 人 DT) x' (0) -F A, (7)u4(0) (5) 
SNB x'O)0$8 
x'(0) -= —QpC(—T)A;T)w(0) 
=— O (T)ARCT)u,CO) (65 
ut 
T --1—e* 
bh,=® =| | (7) 


TERE h 生成 一 维 子 空间 Xs. 且 在 此 子 空 间 内 任何 初 态 x 0) 
使 用 一 个 控制 信 委 可 以 转换 到 原点 . 

为 了 用 图 形 说 明 上 述 概 念 , esli Ressl 11 为 

中 317 
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二 维 状 态 空间 互 的 基 矢 量 ， 于 是 下 中 任何 状态 开 可 与 为 
E(k) =z, (hei 2; C) e; (8) 
如 图 9. 2-2 所 示 . 图 中 也 指出 一 维 空间 X, dE X; HERE X 


图 3.2-2 TEREZY RETEA Xi X 


| x — ah, (8) 
这 里 z; 是 某 个 实 常 数 . 

我 们 接着 考察 可 用 两 个 控制 转换 为 原点 的 一 切 初 态 、 设 
xs(0) 是 这 样 的 一 全 状态 ， 显 然 ， 如 果 用 一 个 控制 能 把 x^ CO) ER 


到 子 空间 开 ， 则 只 需要 另 一 个 控制 步骤 就 能 转换 此 系统 状态 为 鼠 


Ji. Y uQCOME x^ CO) PERI Xs, BD 
x (0) + Åm (0) —x(1)— z, (Oh; (10) 
解 出 x' (0), 有 
x*(0) — [z h, A (0) 1 
—2, 7h, — D Au, (0) 
= zh, —h u: C0} (11) 
其 中 | 
w-echeg no 5 t (175 
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HCL), dg x CO) AT nT 3S Bx, — RECTE 
x*(0) =z, (0) h, t z;(0)h, (13) 
图 9. 2-2 XE IEEE EH. ba, ha 中 的 分 量 CO) 和 2,00). hi; 与 h* 是 
AEIBXX— GRSKXGMPPRREB. Bud, WERA RETER TERTA 
(Am BEES AX* SrRDBS ARI. WÜTRXEIETERCUD EHE RDPUE 
不 能 转换 为 原点 的 初 态 ， 在 以 后 将 作 详 细 说 明 。 然而 我 们 已 经 发 
现 导航 作 出 可 控制 性 定 疼 的 朵 题 。 作 为 以 后 讨论 的 基础 ， 现 在 给 
PEERS SULTIE — 1 A EE TL AE fai, — 


Hem Pn Mimmo mani unen n Olai nont ent ng E inscri nnne m 


X SR RS EGREGIE MM, SET 全 一 词 ; th 
是 可 控制 的 ， 它 的 意思 就 是 每 一 个 初 态 是 可 控制 的 。 如 果 有 某 些 
而 韭 金 部 初 态 是 可 控制 的 ;就 不 能 说 这 个 系统 是 可 控制 的 . 
SERRE k, hs 是 线性 独立 的 。 这 是 很 容易 的 , 因为 行列 
XX 
Ff--1—e' T—e +e" 


h h;|— =F (1—2eT +e” 
|h, h;| J T ( ) 


当 T0 pA. BOULÓEAE hi 与 hs 构成 二 维 状态 Sm XI 
基底 ， 于 是 在 总 中 任何 状态 可 写 为 

XR) —z, Ck)h, t z; (E) h, (14) 
ARUEXxCO 是 表示 如 (14) AMX dfe. 选择 第 一 控制 
u(0) f RR x(1) fk p, BI 


x(1) — Dx(0) -+ Ao, (0) — z CR)h, (15) 
把 (i144) 代入 ,有 | 

x(1) —Q([z, (0) h, + z; (Ohh, ] + Au; (0) 
整理 后 得 

x(1)=27 0h, + [2,00) Fu (0) | å: 
当 
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u;(0) — —z,(0) (16) 
p, 状态 XCIDZATE X, 中 ， 这 时 
x(1)—z;G)h, — z;C1)h, 
PUE AUR. X(1) 可 用 一 个 控制 步 又 转换 草原 点 ,于 是 
x(2) —-0— (bx(1)-r Awst 1) 
= (Oz, (1)h, + A uu(1) 
= [z OG) E12] A; 
Yn | 
u(1)— zd) (17) 
(16) 55 (17) uto PLUIE M don i e E. 为 了 得 到 这 些 国 数 的 显 式 , 应 
用 (8) 及 (14), B 
x(E) —z, Ck) h, + z; CE) h, (18) 
E x(k) = TR) eH z; Cb); (19) 
我 们 希望 解 出 #;(8)， 这 里 只 涉及 到 基底 的 改变 , 例如 , 有 
h,= p€, bores 


(20) 
h;— Pie, Pes 
DLE SE b A HH PRIORES: 
n je ju pa a | " 
pen H Paldiz( i (21) 


P 中 元 素 25 REEE etH hi hs Hei. FERARO A 


h, 一 CT 十 工 一 e7 )ei 十 Te, 
(22) 
h;-— (7 — e*T -- eT3e, - Te, 


如 在 开始 时 所 说 明 的 ， 问 题 是 要 找 出 控制 变量 库 列 w00 及 
2;(1), 它们 已 被 求 得 为 
u4(0) — —2,(0) 
u(1)—- —z (1) 
PARTHA HR 73 EE C2 1) RA z COO E 2, CL). P hits 
a 320 » 
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Er 
= 


T —(T4 e? —e* | 
P —T7 T+i— e" à unis 
于 是 控制 变量 是 | 
—u (E) 40) — gr Tz 0 (T+ e? —6!7)2,00] 
(24) 


此 闭环 近 制 系统 如 图 9. 2-3 所 示 ， 此 环 路 是 通过 数字 计算 机 而 封 
闲 的 , 其 中 矩阵 P 是 与 其 它 需 要 的 数值 计算 一 着 来 反 转 的 ， 


wk) lp s lp tf 1 Y 


图 9.2-3 连续 系统 的 数字 计算 机 控制 
图 9.2-4 给 出 在 状态 空间 中 由 于 应 用 控制 ul CEANA] 
如 | 起运 动 的 图 解 . 状态 x(0) 转换 到 在 一 维 子 空间 OX. 内 的 状态 
SEC1)， 这 全 运动 是 用 控制 (0) 二 一 2 外 作 出 的 .然后 再 用 控制 
31) —2, (DERE x(1) 转 换 到 原点 ， 为 了 有 助 于 这 个 问题 的 
推广 , 可 总 结 此 运动 如 下 : 在 基底 h 中 ，x(0) 是 hl 与 hs 的 线性 组 
合 ; 作 控 制 [ 即 #2(0)] 后 ， 状 杰 x(1) 只 是 h 的 线性 组 合 ， 这 就 是 


xil} 


x(Q) lx (1) 
的 可 能 的 运动 


h; 
x(1) —sCl)h, 


图 9.2-4 在 状 坟 空间 中 有 00) 到 wt1) 作 为 应 用 控制 COO E C9. 2-18) 
ATASE M ia y k 
. 352] 9 
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说 , 运动 是 这 样 的 , 每 使 用 一 次 有 效 的 控制 ， 状 态 所 属 的 空间 的 维 


数 就 少 一 . 
今 设 想 根据 (16) 与 人 17) 把 此 问题 推广 对 于 所 维系 统 ， 一 能 
的 控制 国 数 是 | | 
ta CE) = — z CR) (25) 
其 中 性 是 特殊 的 控制 矢量 u 一 [0 0 … ww]"， 于 是 (14) 式 推广 汶 
x (E) Sz, Gh; (26Yy 
其 中 | B 
b=, — (27) 


矢量 A, 是 xz 分布 得 阵 的 第 n PASE RA, dn SEE ER E 
Pilu, Ck) (E— 0, 1, 2, n) B T S6, hie TEM Pu CR, Wil x C6) 9p TR 
的 空间 的 维 数 就 逐次 地 减少 一 次 , 证 明 留 给 读者 ， 当 然 , 假定 系统 
是 可 控制 的 , 因而 矢量 h, due, b, 是 线性 独立 的 [Kalman fr 
Bertram, 1958 |. | 
— 与 上 述 可 控制 系统 相 友 的 是 不 可 控制 的 系统 ， 我 们 考 罕 同样 
的 系统 (图 9. 2-1) fH Hos 750, w= 0. 现在 要 问 用 控制 函数 列 s CI) 
(一 0, 1, 2,…, 4) 转换 任何 初 态 为 原点 是 否 可 能 ， 对 图 9.2- UT 
略 地 观察 就 能 得 出 这 是 不 可 能 的 结论 ， 因为 如 不 影响 状态 m. 
我 们 研究 此 分 析 的 论断 ， 
仍 从 如 以 上 的 问题 开始 研究 ， 得 岂 与 (5) AUOT. Fit 
x'(0) 是 能 用 一 个 控制 转换 为 原点 的 状态 , 于 是 
x(1)—-0—G(7)x' (+A, CT)u,(0) 
其 中 ACTE A Aala, H x (00, 48 
x (0)——GD-Ayu (0) = — h, u, (0 (28) 
如 上 一 样 继续 作 下 去 , 得 到 与 (11) 相似 的 式 子 , 即 
xDOT 一 3 全 -hh 一 hatoO) 
= 322 
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得 是 这 时 我 们 发 现 ^b, 一 as 与 hi 是 线性 相关 的 ， 事实 上 ,有 


eT?—l1 et*—e” 


| hi-|.4 .| (29) 
EER CD PFARRER ODARE ERE P 的 坐标 变换 行 
列 式 ， 因 此 , 在 这 种 情况 下 , 不 能 如 (23) 式 那样 用 矩阵 求 逆 解 出 控 
制 变量 ， 这 样 的 系统 称 为 不 可 控制 的 ， 因 为 和 拓 量 及 及 hz 不 能 生 
成 整个 状态 空间 X WÈ (是 仅 有 的 一 个 控制 变量 ， 它 不 可 
能 在 有 限时 间 肉 〈 也 即 一 个 有 限 控制 列 ) Tee — T i 29 R o. 

”如 果 初 态 发 生 在 由 hi 生成 的 空间 , 则 一 个 控制 就 是 够 了 ， 这 时 就 
可 称 尼 大 可 控制 的 状态 . 

在 图 9.2-5 中 描述 了 一 个 状态 x(0) 分 解 为 投影 到 h, 上 的 分 


|» x(0) 


X, 子 空间 


看 } 


加 9. 2-5 初 坊 和 ( 们 分解 为 正 投影 分 量 x,00 45:38 Eo RE x LC) 


X x.0) ESREDT h 的 分 量 x,(0)， 直 观 地 看 来 分 量 x, (0) 可 转 
Bes SU. 因为 它 是 在 由 ha 生成 的 空间 上 。 另 一 方面 ， 我 们 不 能 
只 用 控制 序列 u (0), 1 (1, … 变 换 分 量 XL(0) 到 子 空间 X. 在 这 
种 情况 ， 我 们 说 系统 是 不 可 控制 的 ， 因 为 状态 只 有 一 部 分 而 不 是 
全 部 都 是 可 控制 的 ， 这 些 结果 将 在 以 后 推广 ， 在 这 里 我 们 主要 说 
明 的 是 可 控制 性 的 几何 方面 ， 因 为 在 维 数 上 容易 理解 ， 我 们 用 下 

面 控 制 系统 问题 说明 上 述 思想 


例 9.2-1 考察 图 3. 2-6 所 未 的 控制 系统 , CHT $ 6.9 所 述 继电器 控 
HEHA. =y 55 一 如 则 有 
+ 323 = 
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图 9.2-6 $9. 2-1 f ik 


EH: EHE 


FE TRE c REFA, CEEA TRABA R HEA S Xx (0) 为 
Jn. BT EEA, k 


1 
I T AT: 
-| | E | 
0 1 


NE 
求 出 
1 r g 
"XI a baon T2 
! m T 
用 nOD RE nübu:Amqmu Ez. 
1 3 1] 
z, (E) £, (kh Tt? 2 Tig 
=[h, B] N 
H 四 | eS E ls x 1 ENDE P M 
最 后 , HE CI) KR CID RH 
1, (0) —2,0)— dn (0) 一 二 -La,€0) 
n (1)o ~al) 7 zn) qn) 


村 1 lp zx, lilp 2 1 f 


B]as.2-7 $A) 9.2-1 B RAE TETH F iE E PNE 25 e ot il 


e 3245 
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i T=2 È x(0-6e,L2e, Wf u(0)::—3. $H x(1)24e,—4e. X3 — 
控制 求 得 wt1) 二 2. RERAN x) =0, 正如 先 所 预料 的 ， 这 些 结果 与 系统 . 
HREH 9. 2-7 说 明 ， 


9. 3， 抽 样 数据 系统 


由 $9.2 控制 问题 的 局 发， 现在 着 手 对 定常 离散 时 间 系 统 推 
. 广 可 控制 性 的 概念 ， 如 前 所 述 ， 我 们 的 途径 是 介绍 前 二 节 的 简单 
概念 及 数学 ， 并 且 推 广 后 者 ， 因 此 在 这 一 节 中 由 考 罕 定常 微分 系 : 


" | 
. X Àx-Bu (1a) 
y—Cx (15) 
Jti. fili BLTE— MERAK TAEDE NS AtA 
离散 时 间 系 统 — | 
Xr = (T) x, 1 A(T)u, (2a) 
Y= Cx, (25) 
其 中 xad 
yom AHE 
u= 维 控制 矢量 
转移 矩阵 与 分 布 朱 阵 分 别 由 
QD) = e^ | (3) 
acr) - ([ eds)B (4) 


给 出 ， 我 们 看 到 CIIM LT XedEZEMS, H. 
p —iT)—-dq'oD (5) 
38 05 AERA IE [pae n T OE Ro 2 OK A. 
在 把 $9.2 的 概念 正式 化 之 前 ， 先 说 明 控 制 矩阵 B 及 & 的 物 


理 硕 六 ， 这 些 矩 除 详 细 说 明 系 统 关 于 输入 是 如 何 受 约 来 的。 例如 
a 325 5 
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B 中 元 素 9P3-I 4E 1b3 € 到 第 i 个 状态 变量 2 的 “ 增 
益 ”"， 对 于 让 的 元 素 世 是 一 样 的 ， 如 果 每 一 个 状态 变 呈 可 直接 由 
-输入 得 到 ， 此 系统 称 为 对 输入 不 受 约束 的 ， 输 出 矩阵 C 也 详细 说 
明 系 统 对 输出 是 如 何 受 约束 的 . 如 采 所 有 状态 变量 都 能 直接 剂量 ， 
此 系统 称 为 对 输出 不 受 约 东 的 ， 图 9. 3-1 表示 一 个 系统 有 两 个 输 
人 及 一 个 输出 ， 此 系统 是 受 输入 与 输出 二 者 约束 的 、 


maa | ET 
UE 


| 
| 
t 
l 
[ 
! 
Da; [ 
l 
l 
l 
1 
ł 
l 
| 


图 9.3-1 标准 系统 方程 的 转角 

可 控制 性 

现在 着 手 将 §9,2 的 结果 形式 化 ， 推 导 可 以 类 似 于 那 一 节 思 
- 榨 制 问题 的 讨论 , 先 从 考察 有 单个 控制 变量 n 的 系统 开始 ， 这 个 
方法 也 将 简化 数学 的 技术 性 细节 ， 只 要 稍 加 修改 就 可 推广 到 多 输 
AJ. | 

l 按照 单 输 入 高 散 时 间 系 统 , 给 出 下 列 正式 定义 : 

定义 9.3-1 初 态 (0) 称 为 可 控制 的 ,如果 存在 一 个 有 限 控 
制 序列 u CE), k= 0, 1, 2, 9. 0893 xC(nT; xCO), 1 (5)) —0. t q 
BREIT x(0)， 若 每 个 初 态 都 是 可 控制 的 , 称 此 系统 为 完全 可 
控制 的 | 

不 大 正式 地 说 ， 此 定义 意味 着 一 个 完全 可 控制 系统 的 每 一 个 
初 态 在 有 限 长 时 间 内 可 以 转换 为 任何 所 期 望 的 状态 (在 上 面 定 义 
.中 是 原点 )。 由 此 定义 显然 没有 约束 (例如 大 小 或 能 量 ) OR Zn T fi 
326 * 
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Hias. EA E HEEL PPM TEfaEIE ES EUR 18, (RELICTUS 312 3- 
统 模型 , 系统 中 的 噪声 , RA CHRE, KEE FAS RT RE BOX. 
梓 的 控制 序列 实现 机 机 化 - | | 

下 面 给 出 离散 时 间 系 统 (2) 的 可 控制 性 定理 ， 其 中 u= uk) 
H = 二 是 一 个 列 知 里， 为 了 详细 说 明 , 361125 IR nE 空 
fg] X, HE db 是 实 元 素 的 nx n ERF, A ERRA axi RE. 
于 是 有 下 列 定 理 [ 玉 altman, 1961]. 

定理 9.3-1 单 输入 离散 时 间 系 统 (2) 是 完全 可 控制 的 , 当 且 . 
KH nA IA, DIA ER ERA, 

为 了 证 明 此 定理 , 考 罕 系统 

| Xei = Xa t Åt 
这 里 为 了 方便 等 u CE) 一 Wx- ER q—11X, 有 
| xí 7 Du AD 可 |. (6y 

由 方程 (6) 可 以 得 出 正好 和 步 能 转换 到 原点 的 一 切 初 态 xi 的 集合 
S(gp. iki xit o 


7 J 
xl— 5a, 5, — > ag, (T) 
i=l i=] 
给 出 , 其 中 
g,-—Q A, i21,2,-49 (8) 


这 就 是 说 , TEJÉ CT) E HB FE RT Ad, 即 在 集合 8) PASET 
矢量 代 人 方程 (6) 中 , 得 到 


T DA ACER, (9) 
{= 


由 此 当 u,,, ,— —o, 上 时 有 ya 一 站 
HEHEA WERE g, Es cr 8s 是 线性 独立 的 , 则 它们 
= 227 >» 
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AE qd BD EAdES, 于 是 下 中 每 个 和 关 量 可 以 用 8&=?# 步 转换 
到 原点 ， 故 此 系统 是 完全 可 控制 的 ， 为 了 证 明 必 要 性 ， 可 用 归 渴 
ik. BRRR aR Ai aR Ens Se co Ba HH 
有 7 个 过 线性 独立 的 . 容易 说 明 若 如 个 矢量 中 了 个 是 线性 独立 的 ， 
它们 是 起 始 的 了 个, 即 E. gus Br 是 线性 独立 的 ， 因 此 可 以 转换 
HHAH- PREHRA ESO), TERG 8 是 一 切 可 控制 
状态 的 集合 , 维 数 是 nn. 由 于 此 集合 SO 不 象 完全 可 控制 所 要 
求 的 那样 是 蓝 个 空间 已 ,于 是 得 到 一 个 矛盾 . | 

要 注意 的 是 在 定理 9. 3-1 中 估量 的 集合 不 是 (3) 式 给 出 的 同 
样 的 集合 ， 然 而 定理 9. 3-1 中 每 一 个 矢量 给 出 为 Dg. i=l, 2, 
-g E O ZIRH. HERR B Es co E, 是 线性 独立 的 , M 
集合 De, Dg,--. De. 也 是 线性 独立 的 .后 一 个 矢量 的 集合 就 
是 定理 中 给 出 的 集合 , 因为 它 是 较 易 处 理 的 . 

便 9.3-1 考察 图 9. 3-2 中 流 图 所 描述 的 系统 .由 图 看 出 ,如果 输 人 施 
加 于 点 3， 系统 是 完全 可 控制 的 。 玩 少 ， 控 制 施 吉 于 这 个 点 将 影响 一 切 状 帮 
变量 ， 如 于 输 入 施加 在 点 1 或 2， 系统 不 是 完全 可 控制 的 ， 由 319 pin 
非 正 式 定 疼 对 在 点 1 与 2 施加 输入 , 系统 是 不 可 控制 的 。 由 图 省 出 控制 施 吉 
于 点 1 将 不 影响 状态 变量 x 及 zs， 癌 样 ,控制 施加 于 点 2 将 不 影响 zs. 


Mp 


d 


图 39.3-3 {9.3-1 WRA 


REWE S. 3-1. job HER 
= 328» 
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ra 1 0 | 
-| Å ] (19) 


0 0 À 
XSEGEMOR 
] 1 T T 
(T) =g" 0 1 T {IIF 
0 0 1 
好 [的 积分 为 | . 
eTa] ATe^—,g?*7..1 quet ATP ce 十 二 
À À? 24 FE . 
0 ex -一 Me Aera (125 
eT 一 | | 
a "E Tu 
TH COO, 有 
[1 Lip END 
; 2 
一 让 一 — aTh pir | 
«p i«b(—i;73)—e - |] jT (13) 
| D Ü 了 


现 设 控制 共 施 各 于 点 1。 摘 言 之 , 取 拭 阵 如 =[1 0 07 FERMER 
(1228) — Fi, X TAXE A, D'A, DAS 


r g^ iT (gAT— 1) 


中 ,一 i—0,1,2 (14) 


显然 ,这些 失 量 中 只 有 一 个 是 线性 独立 的 ， 这 就 证 实 了 我 们 的 观察 控制 施 . 
加 于 点 1 只 可 影响 状态 变量 zz.， 于 是 在 (14) 中 的 矢量 的 集合 生成 一 个 一 维 . 
室 闻 ， 在 这 个 空间 内 任何 舌 量 都 可 转换 到 原点 。 这 就 是 说 ， 人 性 何 初始 条 件 
az 00) 都 能 转换 到 原点 ， 而 其 它 非 汐 的 初始 条 件 像 nO 及 zat0) 是 不 能 转换 
到 原点 的 , 
继续 证 论 此 例 ， 设 想 我 好 把 控制 施加 于 点 2， 则 有 B=[0 1 01" 及 分 - 
AERE 0102) 的 第 二 列 A... Elf d RUE X E A, KOUA, fM 
的 ”这 时 可 以 转换 到 原点 的 ESD TAHAR 读者 还 可 验证 者 - 
^ 329 « 
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控制 元 加 了 于 点 3, 因此 B=[90 0 17]?, WZT X E& A, CA, D 5A, 是 线性 
独 六 的 ， 在 这 种 情况 , 系统 是 定金 可 控制 的 ， 利 用 适当 的 控制 ， 尾 说 初 态 丰 
有 限时 间 内 都 可 转换 到 原点 ， | 

对 于 包含 一 个 控制 矢量 序列 (本 的 情况 , 定义 9.3-1 的 推广 
是 显然 的 , FELRE u GO AE e Go BEST 定理 9.3-1 的 相应 
的 推广 是 下 列 定理 ， 

定理 9.3-2 ”方程 (2? 的 多 输入 离散 时 间 系 统 是 完全 可 控制 
B SEARG nA np AE: AL DA, e, OA R EYER. 
或 者 , 换言之 , OM B NON wx np Hip 

[A q''A--- (7! 

AX n. 《也 可 参看 习题 9. 15. ) 

定理 9. 3-2 的 证 明 实 质 上 与 定理 9.3-1 的 证 明 相 同 ， 详 细 推 
证 作为 练习 留 给 起 者 (习题 9. 8). 

”再 . RS SEHR 9. 3-2 的 系统 以 说 明定 理 9. 3-2. EZ 

WR n 及 ts FG T 712 相应 的 矩阵 B 是 


| 1 Ü 
B= b 1 (15) 
(0 0; 
Rita iBEE & 是 
A-[À; Mj] 


Hp AS A, EQ) IE XL ABEE UE — RES 3, CRUB GE TH 
9. 3-2 (I3 3x 6 ERE mE 
[A A, ih UA OA, dA, (18) 

Hk Hi C12 REAR A 5 A, 是 线性 独立 的 , 所 以 秩 至 少 为 2. 留 给 
读者 证 明 秩 就 是 2( 习 题 9. 9)， 对 流 图 稍 加 观察 便 可 直观 地 看 出 
秩 只 能 是 2. 在 点 1 和 点 2 的 控制 仍 不 能 影响 me。 

可 观测 性 

可 控制 性 的 “对 偶 ? 是 可 观测 性 . 在 下 此 里 我 们 将 正式 定义 贞 
43i05 
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ARBCIO03I ARXALBRERUS, E RBCHCRUS T A SDRENIERSAE 
念 及 其 与 可 控制 性 的 对 侦 关 系 . 

如 前 记述 ， 输 出 录 阵 C 确定 了 系统 的 输出 是 如 何 受 约束 的 . 
AUR C^ 存在 ， 一 印 状 态 变量 都 可 测量 ， 然 而 一 般 说 来 C-' 不 存 
在 ， 因 而 发 生 的 问题 是 给 予 足够 次 数 的 测量 是 否 能 决定 一 切 状态 、 
变量 的 初始 值 (参看 例 8. 3-2); | | 

为 了 说 明 可 观 剂 儿 的 概念 , 考察 如 图 9. 2-3 所 示 的 自由 系统 .. 


Lund 
— 
培 

A 


| 
[ 
全 
| 抽样 器 
I 
— 
| Ig] 9. 3-3 Mab 系统 是 不 可 吏 测 的 
系统 方程 是 m | 
| 名 | i 0 M 
= lra)’ 
H ET de 
y—Fl1 1J) d | (175): 
Loa 


问题 是 已 知 输 出 CE) EAR T Yo fo d FE, 如 何 决定 初 态 Xo. 
积分 方程 (17g) 导 致 离散 时 间 系 统 


Xe = OO) x, (18a) 
y,—Cx, | (185): 
根 设 我 们 在 了 时刻 —TOEG.—2T 测量 矢量 ， 于 是 有 数据 
y; — Cibx, 
y; C x, 
也 可 写 为 形式 | 
e33] oe 
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ME | 3) 


I e? | 

e 2T g ^T 

Mb az 了 时 它 有 逆 。 因 此 当 ab 时 , 任何 初 态 和 RI HERCLE DR 
定 ， 另 一 方面 , 若 a— b, 不 论 作 多 少 次 测量 前 不 能 决定 一 切 初 态 . 
当 atb 时 系统 是 完全 可 观测 的 ; 亦 即 任何 初 态 都 可 确定 ， 当 a 一 86 
时 系统 是 不 可 观测 的 ; 亦 即 可 能 有 一 部 分 但 不 是 爹 部 初 态 可 被 确 
定 ， 类 似 于 定义 9. 3-1 有 下 列 定义 . 

定 9.3-2 AA X(t0) 称 为 可 观测 的 ,如果 它 的 确 值 可 由 有 . 
限 观 测序 列 所, ga …, ye 决定 ， 数 9 可 依赖 于 x(0)， 如 果 每 一 个 
初 态 是 可 观测 的 , 系统 称 为 完全 可 观测 的 . 

和 可 控制 性 定义 一 样 , 我 们 不 理 那些 致使 不 能 决定 x C0) fU TR 
值 的 物理 考虑 ， 例 如 品 声 或 不 精确 的 测量 等 都 排除 在 定义 之 外 . 
我 们 不 对 应 着 定理 9. 3-1 来 叙述 , 而 给 出 下 面 较 一 般 的 定理 . 

定理 9.3-3 ”多 输出 离散 时 间 系 统 (2) 是 完全 可 观测 的 , 当 且 
DUS n AF am AE C7, (C097, e, (COT 是 线性 独立 的 ， 或 
者 换言之 , 当 且 仅 当 ax nm fI 

[C^ (C) + (C$"»"] 


(19) F3 CICABERS E 


H f n. 
|) y 是 标 景 时 , 即 mw 二 1， 考 察 定 理 9.3-3 BjurBg, Howmfü 
Mo. 31, *** Vn 有 


Fo C 

Cip 
um lx (20) 
Yn Cp"! 


-= 332 
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X Blk E noc n 的 , 并 且 当 且 仅 当 它 有 秩 # 时 , 亦 即 当 生 仅 当 系 
统 是 完 爹 可 观测 时 是 非 奇 的 ， 系 数 和 从 阵 是 定理 中 矩阵 的 转 置 ， 如 
E yami, 系数 矩阵 是 mxa 的 。 dnd ABE n fX 
量 是 线性 独立 的 ， 我 们 可 以 删 去 其 中 #1m 一 # 个 线性 相关 的 而 解 出 
Xo 
对 偶 性 

定理 9.3-3 的 证 明 与 定理 9.3-1 的 证 明 类 位 ， 可 使 我 们 对 于 
可 控制 性 与 可 观测 性 的 对 侦 人 性 质 得 到 更 深入 的 了 解 。 我 们 介绍 由 
卡尔 曼 E1960] 作 出 的 对 偶 性 概念 并 且 在 离散 时 间 系 统 说 明 它 的 意 
义 ， 在 以 后 各 节 中 我 们 将 利用 此 概念 研究 连续 时 间 系 统 . ARA 
i AEA i E 9. 3-4 所 示 . 


图 9.3-4 系统 及 其 对 偶 的 说 有明 
利用 系统 方程 , 我 们 内 


Xs = D(7)x, 2- A(T)u, (21a) 
y,— Cx, (215) 
Jia. ERHIAN 
z,,1— D" (—7)2,4- C7£, (220) 
v,—-AÀ"(—T)z, .| (22b) 


REN. fe BE] HUXSHIROS Eh, DEBEN A ERE Sch. Tr $99. 6 
将 考虑 复 和 矩阵 。 实 系统 及 其 对 偶 方程 首 结 如 表 9. 3-1. 
对 偶 原理 使 我 们 断言 : 一 个 系统 是 完全 可 控制 的 ， 当 且 仅 当 
它 的 对 侦 是 完全 可 观测 的 ， 友 之 也 对 .… 例如 把 对 偶 方 程 代入 定理 
3. 3-2 得 出 定理 9. 3-3, 立即 知 此 断 宣 是 城 立 的 , 反之 也 对 . 
-333- 
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= 9,3-1 LUAR 


xk €& i AXE 


9.4. 定常 连续 系统 


在 这 一 节 里 给 出 基于 定常 线 米 系统 的 可 观测 性 与 可 控制 性 的 
一 些 定义 和 定理 ， 首 先 给 出 由 吉 柏 特 [1963] 得 出 的 特殊 结果 ， 我 
们 从 考 崇 其 微分 转移 矩阵 4 有 相 异 特征 根 的 潍 统 开始 ， 把 这 样 的 
系统 称 为 相 异 系统 ， 为 了 详细 说 明 , 先 从 标准 方程 开始 : 


X—AxBu (Ia) 
y=Cx+ Du {15} 
其 中 =n RERE 
y=m sisi 
u— 2 维 控 制 关 量 
D ETE IBS A, ERE B, AHERE C 及 传输 年 阵 D 部 是 第 
PURRE, 
如 果 系 统 是 相 蜡 的 , HD 入 有 相 蜡 的 转 征 根 , 于 是 存在 非 奇 矩阵 
T f 
A=T-iAT= diag[ A, An + Aa] (2} 
所 谓 法 坐标 x[Gilbert 1963] 是 由 线性 变换 
| x—Tz (83) 
定义 的 ， 于 是 标准 方程 的 法 式 表 示 法 化 为 
£—HAz-Qu | (da) 
y=[z+ Du (45) 
e 3349 
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其 中 j 
| Q=T-'B 
r-cr 
mH FII I. 
例 9.4-1 SARS. 4-1 所 示 的 控制 系统 


图 9. 4-1I 9.4-1 的 控制 系统 (标准 形式 } 
T& Bel Br zn A DE 


21^ ü 1 Ü Tı "m 0 3 
| ^ - 0 0 1 INI 0 0 IM 
|. | Lr 
Ta Gai Gaa dsa T4 D Du 
Z, 
| o ola ls odul 
y) le 9 oJ|” 0 ollan 
Ts 


(5a) 
(55) 


(6a) 


(65) 


Wt a, 一 一 6, as 一 一 11, 0. 7- — 6, TIEPE A HERTA 4.7-1 的 年 阵 ， 在 那 


ABL T. E REIR A OTHER 


-1 0 Q` 
‘| 0 一 2 ] 
0 0 =al. 


使 A XREROCALIS AME: T BIEB 4.778 p I, "Ebaon 
m PU. 5 11 
rl -o —8 zi 
- 68 3 1 


AJAH 4.7-3 88 Y R CD LBS T7, 4 TARE 


65,,4- bs, b 
=T B=- —65,—2b5., 一 2 


L 26,--bu bs: 


一 
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(7) 


(8) 


(8) 


«3555 


r-cr-| ' d "| (0) 
Cu Cz 


Cai 


AJ Fo iS EMRA EHAR 9.4-2. 


1 Ört l/p zt 


| ln 4 


Hl9.4-2 dd 9.4-1 的 控制 系统 [法式 ) 

ABBA EU PEUX. 

定义 9.4-1 系统 是 可 控制 的 , AR OG CBBOER S311. 

XX HB Brux 9 BUR AE r ATEI SHART. 为 
了 说 明 此 定 交 ,假设 (9) 中 元 球 04 及 as 是 零 ， 于 是 由 方程 组 明 
显 看 出 , 甚至 由 图 9,4-2 更 朋 显 地 看 出 控制 o 及 ws 对 状态 变量 za 
没有 影响 由 于 zs 不 受 控制 的 影响 , 称 其 为 不 可 控制 的 ，、 一般 说 
来 ,在 法 式 方程 中 对 应 于 县 中 的 零 行 的 坐标 或 状态 变量 z; 称 为 不 
可 控制 移 。 对 应 于 鱼 中 非 粤 行 的 状态 变量 z; 称 为 可 控制 的 . 

可 观测 性 可 用 同样 方法 玉 定 义 ， 考 虚 纯 动态 系统 (HD D= 0) 
HELRC HR m TEA FIEX. 

EN 9.4-2. 系统 称 为 可 观测 的 , 如 果 『 中 设 有 为 每 的 列 . 

对 应 于 『 中 有 堆 列 的 状态 变量 称 为 不 可 观 而 的 ， 对 应 于 非 零 列 
的 状态 变量 称 为 可 观测 的 . 

虽然 上 述 的 可 观测 性 与 可 控制 性 的 定义 似乎 看 来 和 $9.3 及 
5| 言 中 给 出 的 定 艾 不 一 样 , 但 它们 确实 是 等 价 的 ， 

JA E 25H BE 3( 和 或 它 的 状态 空间 ) 的 "法式 分 解 "， 可 以 
看 册 可 观 副 性 与 可 控制 性 存在 四 种 本 能 的 组 人 台 , 即 系 统 可 能 是 : 
* 336 。 
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1. 可 控制 且 可 观 注 的 (960) 
2， 可 控制 而 不 可 观测 和 的 (53.) 
3. WI m up BMG 
4. uM ELA RES SOS GS) 
XPTPAHSEARBE SEA 92 05 EE 
1l. nfi H ses.) 
Z =A z + (hu, 
yi Taz, 
2. m fer ^ I 3 ds Gs.) 
Z;— AZ; t 0;Ug 
ya=0 
3、 可 观测 而 不 可 控制 的 CS) 
Zs = Ass 
ys 一 [szs 
a4， 不 可 观 油 且 不 可 控制 的 (Sw) 
Z= MZ 


y=0 


HA EEIT RAIEN T6. ARARE 法 式 分 解 : 


k 
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Zi c A, 0 0 
|) 0 A 0 


£i 7 H 0 ] A, 


(11a) 


* 337 


| Zi 
uu 0 0 oz 
[ys 10 0 TI, 90] z, 
uc 
明生 任何 要 却 系 统 可 分 解 为 方程 1{117 的 法 式 ， 更 一 般 , 如 号 9.6 所 
表明 的 ,任何 系统 可 分 解 为 上 述 四 种 子 系统 , 虽然 矩阵 块 可 能 比方 
程 (1 了) 的 稍微 复杂 ， 系 统 分 解 为 四 个 子 系 统 , 描述 如 图 9. 4-3, 


u EM ———— pe 
ECL 
UE 


图 3.4-3  Z8tr f oo We TT E 
对 于 相 民 系统， 并 柏 特 [L1963j] 给 出 关于 复合 系统 的 可 控制 性 
与 可 观测 性 的 一 些 定 至， 特别 是 有 于 列 定 理 ， 
定理 9.4-1 设 总 是 由 两 个 相 蜡 系统 S 及 5s 并联 形 成 的 相 
SERE. 如 图 9. 4-4， 则 


(115) 


: Boada 摧 个 系统 的 井 联 
(i) S HEEEL JE RSR, HRe 这 里 ny ne E 8, 340,3, 的 维 数 . 
Gi) S AREE E S, 与 5; 的 特征 值 . 
(iii) 心 是 可 控制 的 (可 观测 的 ) 当 且 仅 当 S, 与 S。 二 者 都 是 


可 控制 的 (可 观测 的 ). 
为 了 证 明 此 定理 ， 和 假设 5 38. 的 六 程 已 用 法 式 给 出 ， 革 写 
4 3H E 
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一 艇 方程 | | | | 
ilie adulte alu] € 
Uo rini le nisi — 0? 
4r &g 9. 4-4, 输出 约束 是 使 得 

ys yc tv -th 17 | FED, Dal (14 


i TRAHIR uu us 得 出 方程 (14) 右边 最 后 一 项 ， 而 且 这 个 


约束 导致 
-lo | 
由 方程 (12) 就 得 出 定理 中 的 仆 太 (ii)， 由 (1 人 及 (15) 得 出 定理 中 
的 (iii)， 为 了 说 明定 理 9.4-1 只 可 应 用 于 相 蜡 系统 ， 给 出 下 列 例 
题 ， 
例 9.4-2 两 个 标量 系统 
BS, = Ar tb 
HS. = 一 rs brt 
ERASER, LLE um uuu. 两 个 系统 都 是 相 蜡 的 且 可 控制 的 但 有 相同 
的 特征 根 14， 两 个 系统 在 输入 的 并 联 导 致 方程 
£, —A Ò L2 bju- 
Ea aetla 
ik SEE d RERGEREXIRS, AR ba 5h bae Fo ATIT RRA XE X 9. 4-F 
糙 出 系统 是 可 控制 的 结论 ， 为 了 证 明 这 个 系统 确实 是 不 可 控制 的 , 通过 非 次 


变换 
zu ba —built 
Mairgeu M 
"Herd, Anke DRE 
lo MUN, 
Ža 0 — À [iz Bs: 


= 339- 
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这 就 说 明 系 统 是 不 可 控制 和 的。 实际 上 ， 我 们 不 能 控制 状态 Sbt bta 
但 能 控制 状态 x. E gm ig h R Dig $9.5 MISLII. BH 9.3-3 的 
RAH ab, MARTRE EIE, 已 证 明 是 不 可 观测 的 . 

如果 两 个 桐 异 系统 是 串联 的 ， 方 程 (12) 与 (13) 的 约束 使 了 二 
us. 这 个 约束 导 救 方程 


"T A, 0 M | Q, | 
MEM NIMIUM m 


ys— LIT, DM pem. ; Du, 


I; I O75, 
MEUM 
可 把 这 些 方 程 化 为 法 式 . 留 给 读者 且 己 做 出 并 推出 下 列 定 理 . 
定理 9.4-2 设 局 是 出 两 个 相 漠 系统 S, 与 S, REIR CES T8 
异 系 统 ; 则 | 

G) S AE SUE n—nid fs. 

(i) S RHEE S, 5 3 的 特征 值 ， 

(jii) Sa 可 能 是 可 控制 的 (可 现 测 的 ) 仅 当 ;与 5 是 可 控制 
的 (可 观测 的 ). 

Qv) # S, 与 8s 是 可 控制 的 (可 观测 的 )， 则 S pA h 
fy C RERUM EI) ge BOR UECT. S201). 

用 法 坐标 说 明 的 可 控制 性 和 可 观测 性 的 定 闵 是 有 吸引 为 的 和 
简单 明了 的 .然而 它们 没有 提供 确定 系统 状况 的 简单 检验 法 . 现 
在 给 出 用 系统 标准 方程 的 矩阵 研究 系统 的 可 控制 性 的 一 个 方法 ， 
它 不 依赖 于 相 脐 特征 根 的 假设 ， 这 个 检验 法 由 下 面 定理 给 出 . 

定理 和 4-3 定常 系统 (1) 吓 完全 可 控制 的 ， 当 和 且 仅 当 nx pn 
iE Q | 


= 34 e 


利用 变换 
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Q=[B AB <- A"''B] 
49k n. 如 果 系 统 是 完全 可 控制 的 ， 则 任 ~- 状 态 x(t) 在 有 限 长 时 
词 区 间 内 可 转换 为 任何 共 它 状态 x (02). 

把 定理 9. 4-3 的 证 明 推 迟到 $9.5， 这 里 用 它 检 查 例 9 3-1, 
9. 4-1 和 9.4-2 中 系统 的 可 控制 性 以 说 明 它 的 应 用 ， 

从 离散 时 间 系 殊 俩 9. 3-1 开始 ， 首 先 注意 到 抽样 的 引入 是 对 
控制 的 约束 , 从 而 抽样 永 能 改善 可 控制 性 .因此 如 果 连 续 时 间 系 统 
是 不 可 控制 的 , 那么 抽样 数据 系统 也 必然 是 不 可 控制 的 ， 因 此 , 如 
果 检 查 连 续 时 间 系 统 的 可 控制 性 是 容易 的 ， 我 们 应 该 这 样 作 并 生 
4l: 什么 时 候 抽 样 特 被 十 可 控制 性 ? 定理 9.4-5 1005 T 20A, N 
例 9.3-1 的 目的 是 说 明 定理 9.4-3 结合 定理 9.4-5 可 应 用 于 抽 
样 数据 系统 . | 

类 似 于 例 9.3~1 的 做 法 , 首先 取 

B=[1 0 o0] 


应 用 定理 9. 4-3, 得 到 353 ER Q, 
1 A 4X 
a= 0 0 1 (16) 
i0 0 0 
EHH 1, 此 系统 是 不 可 控制 的 。 现 令 
B-[0 1 0j 


得 到 
0 1 24 
人 :一 TI A 2 (17) 
0 0 9 | 
各 有 秩 2， 如 俩 9.3-1 中 以 前 的 结论 . 者 令 B= [0 .0 1]; 
则 SEP 
* 341 
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0 0 i 

(a = | Q0 1 2| (18) 

EHER 3. 
XPFABEEQ.3-18) Æ 3x 6 REPE 
|. fa 0 A 1 A 24] 
Zr 1 0 A Ü A 
0 0 0 0 Q0 6€ 
因 第 三 行 是 零 , 它 有 秩 2. 我们 看 到 由 定理 .9. 4-5 得 到 的 结果 与 由 


定理 9.3-2 得 到 的 相同 ， 显 然 , 在 此 情况 用 定理 9. 4- iod . 
FAMEM 9. 4-3 7p B] 9. 4-1, GA 3x6 pE - 


《19) 


Q= . 

| Du 0 + 0 ! bal Dyo 
0 0 b. b3s —65,,— 654,  — 6b 

| ba ba 085—985, —66s 38b, 2504 — 255 


(20) 

观察 此 矩阵 的 前 三 列 .表明 Q 当 bababa AR 3 RUE AES 
显然 可 条 Q 的 刚 来 决定 . 

现 考察 最 后 一 例 . fe DUE 9. 4-2 中 有 


起 二 一 AI 8-|." | 
NT 


ba 一 45i11 
a-|, | 
如 前 所 得 到 的 , 它 的 秩 为 1, 
HAE | 
系统 (1) 的 “对 偶 " 是 
a 342 


所 以 Q E 
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b= AZTC" (21a) 
w—-B'z-D*v  .. . .-.(215) 
其 中 A* 是 A ByJEMESEER, 等 等， 如 果 系 统 矩 阵 是 实 的 ， 则 A*— 
AT, 等 等 ， 定 理 9.4-3 的 对 偶 导 致 可 观测 性 定理 : 07 
定理 9.4-4 ALS EGET RECL Eo Sc SCR 的 ， 当 且 仅 当 
nxnm Apt P, | 
P-[C* A*C* Arij 
APE n | | E 
H $9.3 的 结果 定理 9.4-4 成 立 , EMERI TRAER 
观测 的 (可 控制 的 ) 当 县 仅 当 它 的 对 偶 是 可 控制 的 (可 观测 的 )， 因 
此 系统 (1) 的 可 观测 性 可 用 检查 它 的 对 偶 方 程 (217 的 可 控制 性 来 
TE. | - 
抽样 定理 
”定理 9. 4-3 及 对 侦 性 概念 提供 了 利用 标准 形 表 示 法 例如 方程 
《全 的 矩阵 检验 可 观 油性 和 可 控制 性 的 方法 ， 抽 样 定 理 使 我 们 利 
用 定理 9. 4-3 及 对 偶 性 概念 来 研究 抽样 数据 系统 .利用 方程 (1)， 
A Fylte Kalman, Ho, 和 Narendra, 1962 J, 
定理 9.4-5 一 个 系统 在 没有 抽样 时 是 完全 可 控制 的 《可观 
测 的 ), 则 引入 抽样 以 后 仍 归 是 完全 可 控制 的 (可 观测 的 )， 和 如 果 对 
于 的 每 个 特征 值 4;,， 下 列 条 件 成 立 ， 每 个 ReA; 二 Reh; 意味 着 


ImQ,—A0 s, 其 中 7 是 正 整数 ， 是 抽样 区 间 ， 若 9 二 1(m 


二 1), IER HD OE 6 XS. 

由 此 定理 , 显然 只 要 适当 选取 抽样 区 则 T, 可 控制 性 {可 观测 
性 ?的 形 失 可 以 避免 [OLTRE BAL 5.6-3 中 的 矩阵 .特征 和 什 求 得 
3) 4, —0, A i8 fli A= — 60. A 55 A 的 实 部 相等 , 即 等 于 每 ， 对 
于 虚 部 


a 54325 
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ImZ4— 43) -- 29 . 
于 是 , 按照 此 定理 如 果 


mU l | 
rl | | (22) 


可 控制 性 将 保持 . 

在 给 出 抽样 定理 的 例子 之 前 ， 我 们 介绍 用 系统 的 约 当 型 表示 
法 的 可 控制 性 的 硫 念 ， 设 矩阵 A 有 特征 值 A Ae n 不 一 定 杠 
异 ， 联 系 每 个 的 是 一 个 rix cr PUPA. FUE P XE dE P ABRE, 


线性 变换 | 
| x—Pz | D. (23) 
化 方程 (1) 为 约 当 型 C | 
| f z—JziGu (24Y 
其 中 


J-P^AP | G—P^B 
如 我 们 已 经 看 到 的 , £725 5E 于 有 氢 对 角形 形式 
J-diag| J (A), TotAds) te, J4,C2,)] (25) 
现在 利用 方程 (24) 作 为 出 发 点 ， 给 出 关于 可 控制 性 的 一 个 定 
理 ， 为 了 不 陷入 细节 的 讨论 ， 只 考究 (4.7-90) 的 约 当 抹 阵 而 不 是 
一 般 的 (25) 式 ， 图 9. 4-5 是 {4.7-90) 的 约 当 和 矩阵 的 流 图 ， 它 将 有 
HFH. HEAR G E nxi jH, Hd G-g. dE 
昭 (25) 的 分 块 把 8 分 块 为 
£- [91957791 g a sr, 
于 是 就 能 把 例 9. 3-1 和 9, 4-2 的 结果 叙述 为 下 面 的 定理 [Kalman, 
Ho 和 Narendra, 1982]. - 
定理 9.4-6 方程 (24) 的 系统 , 其 中 Gg, 是 完全 可 控制 的 - 
ABIT 
(i) 没有 两 个 约 当 块 包 含 相同 特征 值 
e 344. 
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Ai 


Bio.4-5 《4. 7-90yp H i EE RS EE 
GD 让 的 (7 元 素 对 一 切 ?二 1,2,…, 5 是 非 零 的 . 
定理 的 部 分 (可 由 俩 9. 4-2 的 结果 推出 。 部 分 {让 由 例 9. 3 
-1 的 结果 推出 ， 图 9. 4-5 的 系统 是 完全 可 控制 的 , 如 果 所 有 特征 
{Ë A, An da A. EARME g BUCO HAE (nu s 第 五 (gzs)、 第 
AGES AGa PAF. WREG Enp 的 县 97» 1, 则 定理 


9. 4-6 中 部 分 人 iD 不 再 是 必需 的 , 而 部 分 (i 让 改写 为 :如 PEG, nO 
3455 
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包含 一 个 非 零 元 素 。 把 这 些 结论 叙述 为 下 列 定理 . 
定理 3.4-7 方程 (24) 的 系统 是 完全 可 控制 的 ， 当 且 仪 当 信 
中 第 (i, 70) 行 有 非 零 元 素 . 
实质 上 上， 定理 O.4-5 Em I. d-t 的 离散 时 间 的 装 似 物 ， E 
H 9.4-5 PREHRA 对 应 于 定理 9. 4-6 的 部 分 (站 ， 为 了 说 
明 , 考察 下 列 例子 . — 
例 9.4-3 设 连 续 系统 
Be dle ye 
0 Aajt: bal. 
WEE 2 E ET HERRERA 
zı CE-- 1 eT 0 r, (k Ay. : ids 
nein] lo elato cm 
系统 (26) 类 似 于 例 9. 4-2 中 的 系统 ， 设 AAs 否则 由 定理 9. 4-3 系统 是- 
不 可 控制 的 ， 但 是 设 转移 矩阵 的 特征 舍 是 相等 的 ， 玉 e417 一 et"。 于 是 可 必 : 


变量 变换 
Hp pu 
Z, Lo 1 X» 
得 到 新 的 方程 组 | 
a REFIT [e 0 Tzu 0 
H pe ( gi H MENI 
并 得 出 结论 : 此 系统 是 不 可 控制 的 . 
实际 上 , 例 9.4-3 说 明 具 有 mx1 分布 矩阵 的 高 散 时 同系 统 征 : 
可 控制 的 , 如 果 转 移 系 阵 设 有 两 个 约 当 氮 包 舍 相 阳 的 特征 重 , JRE 
pope l : | 
| e"TueuT 除非 二 = (27) 
的 话 ， 为 了 连结 (27) 与 定理 9 4-5 dee, 4p A mac ib X A 
5 一 记 , 则 e^T — e? 意味 着 


TO Q—i5T 
eT =e] 


EHT S= ar EX. 
€ 3246" 
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作为 结束 , PERH p> DHR NT) 或 定理 9.4-5 n 
亲征 值 条 忻 不 再 是 必 锅 的 . | 


4 9， 时 变 系统 


在 这 -一 节 里 考察 时 变 线 性 系统 并 推广 可 控制 福 的 概念 ， 定 义 
及 定理 ， 我 们 将 要 看 到 8 9. 3 和 5 9.4 的 结果 是 这 思 出 现 的 结果 
的 特殊 情况 ， 为 了 使 讨论 简短 ， 我 们 集中 绝 大 部 分 精力 于 可 控制 
性 的 概念 ， 并 且 依 靠 对 俩 性 原理 推广 这 些 结果 于 可 现 油性 . 首先 
从 标准 系统 开始 . mM 
X—-A()xiB(iOu / |  ., . (19 
^ y-C(Dx4 Di)u. MEM . (15) 
可 控制 性 E 
下 列 定义 正 武 引出 可 控制 性 的 概念 
定义 9.5-1 方程 (1 的 系统 定义 为 完 TP 
寻 任 一 时 刻 to ENAR x LO EAE ERE IR]. at 可 转换 为 任何 
另 一 个 状态 x). 
状态 可 控制 性 的 括 全 作为 输出 可 控制 性 反面 是 自 克 请 因 莱 尔 
和 了 萨 拉 奇 克 [1964] 引 进 的 ， 他 们 认为 人 们 要 求 擅 制 的 只 是 输出 而 
不 必 是 所 有 的 状态 ， 例 9: 4-2 说 明 的 系统 不 是 状态 可 控制 的 。 然 
而 按照 下 列 定 义 它 是 输出 可 控制 的 . 
zU1:9.5-2 方程 (1) 的 系统 是 完全 输出 可 控制 的 , 如 果 对 任 
何 时 刻 £o 每 个 初 乱 x(t0) 可 在 有 限时 刻 t t 转换 为 任 一 输出 


yit), 
普 先 对 于 纯 动态 系统 ( 即 D—0) pea Sap i TEE uU Pt d fb. 按 
JG. 7-118 s 
OSIO- madugpa ^ — 
4.3479 
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H: y’) —CC) Dt, ta) X Cta) (3) 
Erg x Cro X ERI y CGO WRAT 29 HE A AR P. EBARA 
获得 y' Gro ia B] RR, 

设 状 态 空间 五 是 实 的 , Hog Xo ER Ea aas £k Hte 


Wylo, DIM HC, EHZ (6, 5)dE (4) 
于 是 有 下 列 定理 . 


定理 9.5-1 从 状 态 空间 卫 的 原点 获得 在 篇 出 空间 了 的 
yG DREEM, SERS y (281) 属于 外 ;的 值 域 ; 亦 即 y* CO AE 


在 RR[Wy(to, DJA. 
为 了 证 明 充 分 性 ， 假 设 G EE W, ARRA. 亦 即 对 某 
个 z' 尖 0 有 | 
W,(to, £225 —y* Ct) (5) 
财 由 控制 | 
u(£) - Hj (c, £2? (6) 


在 给 出 空间 可 获得 7 (GO, RBXQqEGOHVACAONDCERAGEX. 为 了 
证 明 必 要 性 , OE SRLIB S a] Y. fou o6 ME 
l Y — RUW,Chs £1) YO NUM, Clo, 0) (T 
HEE 3. 7-1 RW, 是 对 称 的 事实 就 得 至 此 分 解 . 现在 证 HEE 
空间 NEW: Cta ti 没有 输出 是 输出 可 控制 的 利用 反 证 法 UE 
某 个 
y CE =y A0 

属于 NLW Go tD] 于 是 有 

(*, Walts t0y9 = G* BG, BIG. DYNE 


=|" mro, oy at—o (8y 


因为 谱 积 函数 是 非 负 的 , 得 出 
a 348 a 
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MEIE y" 可 以 由 某 个 控制 下 获得 ; 亦 即 系统 是 边 出 可 控制 的 ZR 
后 出 (2) 得 


sty f HC (Es) 


-| aure. DY, u'(Eyd£-0 


右 端 为 零 是 由 于 (9)， 这 个 荐 质 就 完成 了 证 明 ， 由 此 证 明 我 们 得 
出 结论 : 完全 输出 可 控制 性 的 必要 充分 条 件 是 
Hi (t SA0 HY RHA SiS aO) 
这 个 条 件 表 示 在 时 间 区 间 (fo £0. E Ho CG, DATERE 
A. ERRERA, ABZ, H, D 88 de rd is EXER 
立 的 当 生 仪 当 Wito tO EJER. RMA 用 这 些 观 察 的 结果 建 
立定 理 8 .5-2， 首 先 研 究 由 (10) 式 表示 的 条 件 的 几何 卷 驻 . 
RME RAE i 是 违反 (10) 的 某 个 矢量 , 则 利用 (2) 有 


G, aD=| A, H, (t, £))u(£) J40 (11) 
由 (1]) 可 得 出 结论 ， 不 论 u( 四 如 何 选择 恒 有 
(A ¥ 41))=0 (12) 


因而 在 和 方向 上 没有 点 t 即 笑 量 ) 可 以 达到 ， 换 言 之 ,一切 不 可 控 

市 的 输出 的 集合 是 了 的 子 空间 ， 不 可 控制 状态 的 子 空间 是 零 空 间 

NCW, (to £1)]， 它 是 值 域 空间 REWy(to, tO JB 1EZE TP EHI. E 

9. 5-1 是 它们 的 几 柯 描述 .由 (7), 输出 空间 的 任 一 笑 量 Y 可 写作 

y'—-ystyi (13) 

其 中 ys. 属于 RL Wyj， yi 属于 NLWy]， ATF ELW JE ACA a 
3YEZE PAS BD, FEA Ca y 2 —0, WAAR, 

总 结 前 面 的 观察 为 下 列 定 理 . 
定理 9.5-2 方程 (1) 的 纠 动态 系统 在 (to, t) 上 是 输出 可 控 
* $49 a 
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图 9;5-1 输出 空间 的 分 解 
制 的 , 当 且 仅 当 和 矩阵 Hp (本 的 各 行 是 线性 狼 立 的 , 如 (10) 所 表示 
M REEMA W (to, t) EAER. E 
REPERE AE. EHL § 5.7 中 H, 及 H; 的 定义 , 看 


iH 
H,Ct, £) - C(OHB,G, £) (14) 

如 果 简 单 地 令 CQO)-L BIBLE BRA 
要 对 这 些 结 果 作 微小 的 修改 ， 与 定理 9. 5-1 对 应 的 是 下 列 定理 
(也 可 参看 习题 9.35)， | 

定理 9.5-3 ”转换 状 态 空 间 X 的 状态 x](0 为 原点 是 可 能 
的 , HERE x" GO 属于 Wt, t) BEIR, 
”为 了 证 明定 理 9. 5-3, 回忆 方程 (1) 的 运动 由 (参看 (5. 7-8)) 


TORO G)- [ H(t, £)u(£)d£ (15) 


给 出 ,其 中 
x (1) - (t, t) x (£9) (18) 
证 明显 然 类似 于 定理 9. 5-1 EN, 只 要 作 微小 的 修改 , 因此 把 详 
细 过 程 留 给 读者 ， | 
如 果 我 们 定义 在 £o 可 控制 的 状态 的 集合 为 Sto), 前 面 的 结 


果 可 进一步 写成 下 列 定理 ; 
* 350 。 
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定理 9.5-4 集合 Sit) 是 Wi, £o) fy i 5; 亦 即 
S Gt) = RUN. £0] 
这 里 $; 是 使 W,(to, DARAAN i Bs fE— fü. 

今 以 关于 直接 传输 即 了 D 关 0 的 系统 的 输出 可 控 制 性 的 定理 来 
结束 讨论 ， 我 们 将 不 证 明 此 定理 ， 有 兴趣 的 读者 可 参考 克朗 轩 菏 
As Roe o 2 38519647, | 

定理 9.5-5 J;BR DUAE. MEERA UL RT P 
的 , 当 且 仅 当 (10) 的 扩充 条 件 成 立 ; 

H:(G,£)20 dO — D'(Q)Az0 
X Y mu Eis, 或 者 , 等 价 地 , 矩阵 
Wilio £) + BDU) DT C) 
E |: 1:30 : 

可 观测 性 28 

考 蹇 方程 (1) 的 自由 系统 , H AO PED PERESCDU AE 

定义 9.5-3 方程 (1) 的 纯 动 态 系统 称 为 在 时 间 底 间 (io t) 
上 是 完全 可 观澜 和 的， 如果 对 于 任何 如 在 状态 空间 站 中 每 个 初 态 
x C) RI HB EG 5) 上 零 给 入 响应 (6 来 确定 . 

方程 (1) 的 自由 运动 由 下 式 给 出 : 

L= Dl, DEE -+ -— (17a? 

y=C BU, 4)xG) — — (17b) 

由 方程 (178) 显 然 完全 可 观测 性 的 必要 条 件 是 COO) DO, (0164 
列 是 线性 独立 的 ， 用 记号 表示 , 这 个 条 件 可 表 为 

CDG, t)x 0. 对 于 texts RAX 

x^" zt (18) 

TR, WEHEN x" 0 使 条 件 (18) 不 成 立 ， 则 x* 永远 达 不 到 输 

出 空间 .条件 (18) 也 是 充分 的 ， 这 可 由 下 面 看 出 ， 左 乘 (175) 以 

DC TO), 且 在 (to iO ERG. 
" ĵi + 
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[erc ictiyioa 


- [^ era. iocteco) DC, to) dt fecto) (19) 


jd . 
MG, t)-[ BWC YC DU todt (20) 
nn 0)=)| OG, tC (21) 
关系 (19) 可 写 为 | | 
ACi Eo = M(t to) x Ct) (22) 


现在 如 果 COD, to MEERES, VE ABEEM Có. io 是 
JEP JI HL AE 
Xx(£) SM (4, t) nC, £o) (23) 
这 就 证 明了 下 判定 理 . 
EE 9.5-86 方程 (1) 的 印 动 态 系统 在 (te, 1) 上 是 完全 可 观测 的 ， 
当 且 仅 当 条 件 (18) 成 立 ， 或 者 等 价 地 , HRA MC to) 是 非 奇 
£s. 
我 们 可 分 解 状 态 空间 如 王 : 
X —RLMC AG, fo) JCON[ M C£, to) (24) 
司 观 测 的 状态 的 集合 或 子 空间 是 ELM (t, tol APTANA 
ifr zia e NIMU, t0)J， 定 理 9.5-6 断言 , 当 REM Ct, to] 
AE AR ds tB) XE, 系统 是 完全 可 控制 的 , SUR AHEAD, X 
中 任何 尖 量 革 可 号 为 
X=Xp +X] (25) 
RUP x È x E RIM] EERE, x 是 工 在 NM] 上 的 ER 
X. PH 9.5-2 摘 述 了 (24) 5 (25) BIS JLfRT 3 XL. 
XH BINE 


4 352 ^ 
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Ww ma 


-NTM n fl. 


x,( 不 可 观测 的 》 | 


RIM Cii, faJl 


图 9.5-2 Rss IE SIA 
如 前 所 注意 到 的 ， 状 态 可 稼 制 性 与 可 观测 性 间 的 关系 可 用 对 
偶 关 系 给 出 ， 我 们 正式 给 出 此 关系 为 定理 9. 5-7, 
定理 9.5-7 系统 是 完全 可 观测 的 (状态 可 控 WRD, SEI 
当 它 的 对 侦 是 完全 状态 可 控制 的 (可观 袖 的 ). 
刀 前 所 见 ， 利 用 对 俩 系统 的 定义 容易 证 明 此 定理 . 如 果 系 统 
是 实 的 , HR EE 
z£—AT(t)z--CT(i5v | (26a) 
—B*(i)z-c-DT(t)v | (265) 


如 同 应 用 于 状态 可 控制 性 那样 ， 利 用 条 件 (10) 可 看 出 对 侦 系 统 
(269) 是 完全 可 控制 的 ， 当 且 促 当 7 (2, 0 CT (0) 的 各 行 是 线性 
独立 的 , 或 者 换言之 , COD, umi xA EB rm, 这 就 是 
(18) Bro B At. 

定常 系统 

如 在 § 9.4 帆 购 ， 检 查 定常 系统 可 控制 性 的 较 简单 条 件 是 可 
以 得 到 的 ， 我 们 给 出 定理 和 4-3 的 一 个 证 明 ， 它 是 下 谭 定 理 的 一 
^r TERR AS CIL T SP 1E 9. 37), 

定理 9.5-8 方程 69. 4-1) 的 定常 线性 系统 是 完 金 输出 可 控 
制 的 , 24 HL DC mox pr HERE 

=. 353 * 
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= Q-[CB CAB … CA''B] 
Tim i | 

因为 系统 是 定 党 的， 为 方便 起 见 取 to=0， 因 为 入 满足 它 的 
特征 方程 了 (CA), 可 写 


P(A) —A*l(raAU C nA” + -ead (27) 
HECTAR, ARA B7, 右 乘 以 expfA Ch, 8i 
BTP'(A)exp(A':1) C74 —-0 (28) 
出 于 | 
| de uu (289) 
利用 此 关系 , (28) 可 写作 | 
ra H7A-4 a, Lm HZA +- 0 | (30) 


HEMER CLOD R, 即 假 如 在 任何 区 间 上 HA0, Wr - T 2x 
性 齐 深 微分 方程 必 有 非 零 初始 条 性 HaZZ, 对 于 £—0, 1, A. 504 
a—1ip b —A 
-HIND s = (CA!B) A0 (31) 
FEROE 25 Ski TEA AO, RE 
(CA'B)'À'  kEk-—0,1,-,2n—1 

IBEZPR—4eRAEEHR. ATAHAY pA, 这 个 要 求 
3T js] BELA 17A] p 3: Sp 77 fe 

(CB — | 

Bud A0 (32) 

(CA^ B) 
(32) Js Bod HF 3E E DU BREA mj ERTE AD HEP 
Afm, GDF HERRA EGER o. 5-8 HA QHA. ACI 
s 3542 
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代入, 由 定理 9. 5-8 立即 得 出 定理 9. 4-3, | 1. 


9. 6， 状 态 空间 的 分 解 一 


在 9.4 我 们 给 出 要 异 系统 的 法 式 分 解 ， 这 种 分 解 的 状态 方 
程 由 方程 (9.4-11) 给 出 ， 现 在 不 限于 相 异 系统 推导 状态 空间 的 一 
般 分 解 [KEalman, 1962]， 时 变 系统 的 分 解 是 时 间 的 函数 , 但 与 定 
常 系统 有 租 同 的 结构 .因此 我 们 将 限于 讨论 定常 系统 ， 有 兴趣 的 
读者 可 利用 § 9.5 的 结果 推广 这 些 结 果 到 时 变 系统 [Kalman, Ho 
和 Nareudra, 1962], 

开始 之 前 ， 复 习 一 下 不 变 子 空间 的 概念 是 有 好 处 的 ， 请 看 下 
ft. 


pio.6-1 QHR ROEA ITE T Zu [Rl, XE QO REEM 9. 4-3 
rag Xy, ATHEA, WE x ERO ERR. MARAR 


"-1 


x= > a, A'B (1) 
f = d 
其 中 &o, i … 是 尾音 常数， 现在 
办 一 二 
Ax > gu ATUB (2) 
= 办 
此 和 式 中 最 后 一 项 是 e A'B, dip ELE - PA de UE TL, 可 等 
Ra A Ba. LAA “— 0B 
JE IE RA (2) 5X, 8. 
n—1 
Ax— > A'B (3) 


ix 
其 中 B; 是 a 与 61 的 适当 的 组 合 。(3) 式 证 明了 RO JE A USE SEU, 
AAH x dE RQ IP BE, Ax BE REQ H, 


现在 考 褒 当 状 态 空 间 分 解 为 下 和 
R^—MGHM:* (4) 
WHERE A 的 结构 ， 投 并 是 在 A FADER, RAR Ws 


a 355 5» 
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Usu V, AR X RTM, np 
x= > idy S |. 5. (B) 
H.BELM TE A 下 证 不 变 的 , 有 


Ax= Sg | | €86) 
EL COD GRE ABRE A TESE u PARAN 3 
TAN An] | l 
aia Azz] | Em 


np Ån kxk Ag, hE An 是 人 一 下 x (n— kS, 
对 定常 系统 , 与 定理 9.5-4 rit EnA FA EB 
定理 9.6-1 uj ASTE 制 状 态 的 集 AO MEAR 


AEM 9. 4-3). 
以 此 为 基础 , 现在 按照 
R'sROQQYCOOROQO- (8) 
来 分 解 状 太空 间 , ds ERE 925 
 X=X +X; (9) 


其 中 BTE), x. EFE- WẸ dimR(Q) — kk, 则 系统 
AEREE CMM 形式 、 余 下 的 是 建立 B 的 形式 ， 我 们 知道 xs 不 再 
是 可 控制 的 , 因此 直观 地 可 有 


ee 
p | (10) 


为 了 证 明 这 点 , 由 定义 
X; ÀjX, + Bau | 
BOT RO. SERQ HREM zA, TF AEG FEAR PECO. 5-9» 
{E ti =é, DJ H. f& Hi, 得 到 
(Biz, u) = (z, Bu) —0 
* 356 * 
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210) Beda kI, HEA Bin — 0, 


利用 (7) 式 得 到 分 解 的 状态 方程 为 
ÁSA An Bu (11a) 
X, = Å pX | (115) 


XEFE RN EUR RTL ES AY RR JACET AAR EE PERI. 
现在 分 解 状 态 空间 为 如 图 9. 6-1 的 四 个 子 空 间 . 利用 在 9.4 


B LER Eo 
CEHANED / 
u Sc NE 
RFN 


H19.6-1 RESIA 
Fevik, TARN S. 是 可 控制 而 不 可 观测 的 状态 的 子 空 
in], 从 而 此 子 空间 是 RC) 与 ROP) Dogs, XX HL P 是 定理 9.4-4 中 
AMER 这 里 引用 了 一 切 可 观测 状态 的 集会 是 RP) 而 一 切 不 可 
观测 状态 的 集合 是 RAPIER, 
我 们 正式 列 出 子 空间 为 

S= RO NRP) 

R(Q) = SDS | (12) 

RP) = 8,08, 

R* — 8,CDS DDI, 

RERE x 现在 可 写 为 


sr rr to 
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X, i MUT Ais rw Å a | Xr -Bi 

: | 

Nou 0 A Ü A; l Xeo B 
| I 22 24 | | *1 ' (14a) 


| Xx 0 Ü Å a: Aaa | Xy H 
* X, 0 0 0 Au~ 0 
- X; 3 
ETT. 
y-[0 €, 0 C] + Du (145) 
Xy 
ix. 


方程 (14) 中 的 等 说 明和 如下: ，B 中 后 二 行为 零 是 由 于 Xy 及 Xx. 
可 控制 的 ; 输出 矩阵 中 第 一 第 三 分 块 为 零 是 由 于 x. x. emu 
观测 的 ;四 个 分 抉 Asi, As Au 及 Ae 为 零 是 由于 C57) 及 RQ) = 
S.CDS., 在 起 下 岂 是 处 变 的 ;四 个 分 块 An Aa An 及 An AÈ 
是 由 于 (P)* 一 8. 中 Sw 在 起 下 也 是 不 变 的 . 

对 子 定 肖 线 性 系统 标 淮 结构 的 决定 有 计算 方法 ， 这 里 不 去 介 
绍 它们 , 有 兴趣 的 读者 可 参看 卡尔 氢 [1963]. 


9, 7T. RADA 

RRRA — Pinag. Scl EA [e EA A EX 
过 的 所 有 问题 的 反问 题 ， 在 我 们 的 大 部 分 工作 中 从 系统 的 线性 微 
分 方程 开始 并 分 析 其 运动 。 在 识别 问题 中 我 们 观察 运动 且 问 : F 
统 的 动态 方程 是 什么 ? 

让 我 们 比较 正式 地 提出 此 问题 的 要 点 。 考 察 开始 为 静止 的 系 
统 且 对 输入 作用 脉冲 函数 (物理 上 ， 尖 而 窗 的 脉冲 波 ).# 如 果 呈 是 
WARE, RU Ru (E 1,2, n, p) ARE or Bc op BREL ORE ez T EP 
RA uo RIME AH Nin. Fins Yim, f H AIRE G: O 是 脉冲 
M y AERE, WAS, GO. AHERE 系统 在 + 二 to 时 是 静止 的 ， 
SC, LO INL ARTE 
a 358 » 
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SC, (2750 bg 
S(t, Éa) = 0 tto 


现在 如 果 (2) 是 任 一 输入 , 则 输出 y 由 卷 积 积分 
y(#) = | SC, AUDIA — (2) 


给 出 ， 仿 设 要 检验 的 系统 是 方程 (5.7_1) 表示 的 单 输 入 单 输出 系 
统 ， 由 (5.7-12) 看 出 脉 神 胸 应 矩阵 是 
J oett Ime SA " 
在 识别 问题 中 已 给 SC, E), mISIBE RE SO REEERXCUBIE A, BE 
C. 的 确 , 在 $4.7 我 们 给 了 各 种 决定 单 输入 单 输出 系统 的 微分 方程 
的 方法 ， 当 系统 有 也 个 输入 汉 个 输出 时 定理 9.7-1 提供 了 一 个 综 
合 问 题 的 解法 ， 显 然 , 定理 9.7-1 可 应 用 于 ?一 m1 的 情况 , 因此 
$ 4.7 的 实现 可 由 此 定理 来 证 实 , | 
EEE ET MESI WETIEEAUDI S 
在 什么 时 假 和 邵 何 决定 系统 的 动 态 方程 ， 如 果 求 得 系统 矩阵 A, 
B, C， 使 (3) 成 立 , 就 说 方程 | 
X —Ax-j Bu (4a) 
y= Cx (45) 


是 系统 的 实现 . 然而 可 能 有 系统 的 某 些 方面 不 能 由 脉冲 响应 识别 . 
为 了 详 述 这 一 点 , 我 们 考察 一 个 相 异 定 党 系统 , 共 法 式 方程 由 (9.4 
-4 给 出 ， 传 递 函 数 矩 阵 是 (了 = 0) 


H(s) —-C(sI—A) 'B 


(1) 


-FGI—A)7!0 (5) 

= 之 二 (6) 

其 中 seo 是 So 的 维 数 (参看 图 9. 4-3). 为 了 得 到 (6) 式 , 利用 51-A 
«359 9 
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是 对 角形 的 , 于 是 
1 r97 
l(s1— A) 710 — > (7Y 


ZER ETHE iJ, 97159095 it., WEN 对 应 着 每 一 个 
不 可 观测 的 状态 变量 ， 而 由 对 应 着 每 一 个 不 可 控制 的 状态 变量 ， 
它们 都 是 零 . 所 以 在 和 式 47) 中 只 需 取 系统 的 可 观测 驻 可 控制 的 


部 分 Seo, 
(7) 式 顺便 说 明 K 是 二 重 积 或 外 积 
K,—T,07 (8» 
因而 有 秩 1 


《6) 式 暗含 地 指出 传递 函数 只 包含 甘于 系统 的 可 控制 的 且 可 
观测 的 部 分 的 信息 ， 一 般 的 结论 是 由 测量 脉冲 响应 或 传递 函数 . 
决定 或 实现 系统 的 微分 方程 表示 法 不 是 经 常 可 能 的 ， 这 个 结论 是 
正确 的 , 根本 原因 是 由 于 没有 关于 子 系统 So S. 及 Sy 的 信息 包 
含 在 传递 函数 中 , 求 得 二 Cs) 的 实现 是 可 能 的 ， 我 们 将 概述 由 吉 柱 
特 [1963] 提 出 的 方 兴 。 首 鞠 在 下 例 中 说 明 前 面 的 结果 。 — 

例 9.7-1 考察 系统 


MEME NL: 
ie n 


zx Bux HRE ETAN. [eX NC 
His} -CO(s)B 


其 中 
(D (s) —(isI—A) ^! 
由 于 
-A=| T d | 
0 8—2 
ER 
-360 *. 
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1 -1 |] 
ot Ay ll 6-D605| 
2 | 


8-2 


因此 
ED 
实现 H CS) H325 1 E. TEES H. 
定理 9.7-1 ik HRAM EARE, 它 的 元 率 Ro 
RARA, ix Hís) g ^- 3B 5ERE UR &—4A,(s$—1, 2 vs, 使 得 : 


分 项 函数 展开 是 
NO OK | 
Hs) a (9) 
其 中 
Ks= lim (s-A40 H(s) (10) 
D=linH ís} G1) 
WE, 的 秩 是 rae M HAKA | 
X:--AÁxi- Bu (12ay 
y-Cx- Du | (125y 
irh =r 维 状 态 矢量 
y-—m iig 
u=? 维 控制 矢量 
3 SCIRET CNET 
R= a (13) 


E A BS FEET RE ES, 当 且 仅 当 对 一 切 CR no 1, 
我 们 不 过 正式 证 明 此 定理 .然而 我 们 将 说 明 如 何 利 用 此 结果 
实现 一 个 系统 ， 首 先 假设 Ki 是 实 mxp IERE, MUSAE EK. UP 
= Ji» 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试 用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


At Kalman, 1963], 二 者 都 有 秩 ”; 使 

K, —E,F, (14) 
其 中 E, 是 mxn IBR WR iiy EF. BUS J 行 ,er E, BOR 了 
5l, 可 写 (14) 式 为 二 重 积 或 外 积 


K=J enf (15) 
j-—1 
把 (15) 式 代入 (9) 式 得 ! 
H(s)— Shet, p (16) 
1=1 f= "d "ur 


163 二 实际 上 是 和 ft6) 式 相同 的 ， 它 们 表示 葵 式 ， 特 别 , 与 (167 中 
AAA HAR E r E E E 
Af Q Tea 0 


n Aal MEE F 
^s i | (17) 
igo Ad, 
Fi 
2- : =E E] 
B 


Ah YE r PRERE. 

这 里 我 们 不 去 深究 这 个 讨论 , 因为 这 些 内 容 超 出 本 书 范围 . 有 
-兴趣 的 读者 为 要 详细 讨论 可 参考 吉 柏 特 [L19631 3m-R ZR 38 [ 1963 . 
我 位 以下 例 结 束 这 一 市. 

例 9.7-2 考察 传递 前 数 


AS» EM 
(s--l)(s--2) api 

His) 一 | | 
Š "T 


dRdE CIO "qo RRIARABEES A 
[ 1 
K, —limts + 1) H (8) =] 
4^—1 L 0 


- jZ» 
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HX K AE 2, PEAASI ETER 也 有 2 
! 1 0 
K: =lim (5-2) H (s) zl i al 


HK: BEI, BAHAU, AAE fes 3. 
IOA EGRE MX K, 是 明 是 的 , 即 K —E,, FL E, 可 写 出 


S ;| 5 D] 


于 是 可 令 
&- > | E-[1 0] 
由 (17) 要 到 方程 的 法式 ， 
一 1 "| 0 
A-| 9 —1| 0 
0 0i-2 
[1 0 
o- 0 1 r=| A 
| "AMEN 三 D 1 i 0 
1 0 
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习题 
|. Ad PO. IERARH, MA S 9.2 的 方法 建立 一 个 这 制 序列 
邱 任 何 初 交 被 转换 到 原点 . “反馈 "增益 是 什么 


HP X: 
Tı 
i | sne | ~ 1 


-—1 
Ej P23.1 
9.2. 已 知 一 连续 系统 , 其 状态 方程 为 
t = g+ u 
f= 一 下 > 
ded e(t AREE E, y ETADI (k=, 1, 2, 3g ult) - 
aT). quis AGE XxOD-—[O zt0)] ”是 可 控制 的 吗 ? 3 xS ixD- 
[mQ) 0]* 是 可 控制 的 吗 ?y 此 系统 是 完全 可 控制 的 吗 ? 
4 3。 在 习题 9.2 中 求 出 一 切 可 控制 羽 态 的 集合 ， 给 遇 可 控制 状态 的 集 . 
-全 与 不 可 控制 状态 的 集 台 的 图 形 束 示 [ 套 见 图 9. 2-5], 
9.4. 一 个 抽样 数据 系统 的 转 称 矩阵 已 知 汶 
P) =diaglenT, --,e^7] 
A ALPE AREE u a DA, TAEA RRR axl hao tE A 
5 364 
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HERES dp [ELEM 9.3-1.] 

8.5. #8 axl XR dei, $—51,2,-—, aL .3-5 x], BIB HE 
RA ran 个 是 线 往 独立 的 。 试 证 趋 始 了 个 多 基 是 线性 独立 的 . 

9.6. 在 情 和 3-1 中 证 明 (DA, 及 A, 是 线性 部 立 的 , 旦 DA, DA. 
A, 是 线性 相关 的 ， 

9.7. — Tel 9. 3-18 SIE HE DA, OA, eA. Tikt, 

9.8, EREM 9. 3-2. 利用 导 和 至 定理 9.3-1 的 再 由， 观察 到 在 (9.3-8) 
中 定 文 的 笑 量 g 成 为 矩阵 QUIUA IB A IEsx pd. AERE 889. 3-2 
PJABREHUHEXE s MRETI., MERA EHH, WERD. 
x | 

9.9. IEO. 3-16) rH S SERIE T E 29 2. 

9.10. 下 列 各 折 样 数据 系 综 是 可 观测 的 吗 ? 


1 T! 
= Sh 
Ü i T 
ü D l 
a. C=[i 0 0] 
b. C—|[1 1 0j 
c. C—-[0 I 0] 
d. C—:0 0 1] 


| 
L 
D 0 
f. c=] 。 0 || 


PE, 
0.12, FA 
$= At tH 
= dat; 
fios HE g 2 tr EARE HRA M E hy Pub xE E is Ye eR 
£, (0) 及 zx:00) 的 方程 组 ， 求 用 调 得 数据 表达 COR um T. 
9.13. WEB 
365 + 
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T 
CT) =f eF'droc 


EJER. ULT AETCFT-J AXR en. MERK. 4-25) 及 (9. 9-10) 2 
(9, 3-12), HIE 


jean 1- fler 
{=l 
Hp 
Åi 
T FEED 
9. 14， 试 证 村 题 9, 13 中 的 607) 与 eF* 是 交换 的 ; ZRHDUEHÓ 
O(T)e* 7 —eF76(T) 
9.15. HAFA 9. 13 2 9. 14 Bo fii E uE az RE 9, 3-2 rn DB REC E n, 
24 Hf? BE 


E A50 
pu 


[B B -. d$*'H 

有 秩 n ER 9. 3-3) & (9, 3-4) T. 

9.18。 利 用 习题 9. 15 B £5 EE DUI 9. 3-1 3] T 35.18. SE B Bs — he 
选取 所 得 的 结论 . 

9.17. 利用 定 头 9, 4-1, 检验 习题 9.2 中 连续 系统 的 可 控制 性 ， 

9.18. EREM 9. 4-2. 

9.19. mil sm5uEEXGXBEEL A Bd AE TEE OX 9.4-1 * 
9. 4-2, 

9, 20。 利 用 定理 9. 4-3 及 9. 4-5 检验 避 题 3.3 中 的 系统 的 可 控制 性 . 

9. 21， 试 证 其 矩阵 图 {4.7-25) 3S HIA BU EX BE 3 BE JE E dx up LEA] 158 
爹 可 控制 的 . 

9.22. PAZA 9. 21 BRI n Bp br hr He TE Dy EE 

TY aci b er I Ide ym ba cen Eos 

Eeit, CE y JESau 490 Sb EE SR 3L Wai. 

9.23. WE A Eni B axr, SAA RER LEA G.8- 
14) ] 
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E PAE A [TEES NS, WU F APEA AE FEEF). 

9. 24， 考察 一 个 有 章 输 入 单 给 出 的 m 阶 定常 系统 ， 试 证 当 生 的 最 小 参 : 
项 趟 的 次 数 天 满足 8Sa 一 1 时 承 统 是 不 可 控制 的 和 不 可 观测 的 GE: GR 
用 定理 和 4-3 疏 最 小 多 项 式 的 定 交 ， 证 明基 量 g, AE | Ang HAARE. 


名 只 有 大 个 是 线性 痢 站 的 ,》 
9. 25。， 稳 查 下 列 系 统 的 可 观测 性 . 
2 —6 0 
z J 
] 0 0 1 
C-[1 0] 


C-—[90 


0 
1 
100 
c-l | 
0 9 1 


9.26. 考 习 题 9. 35 rh S SERERE. EHAR PETERA R 


fs 
9.27. 34[H12]148 9.23 及 定理 9. 4-4 的 结果 证 明 增 广 系统 De (4.8— 
14) X, 1 
£—Fz 
y —M- 


其 中 M= C 四 ,是 可 观测 的 , 75 B. [73 Ond p) X Car pom ABRE 
[M7 FM" m (F"^7M7] 


^H ER n 2. 
3.28. EH 3128 9. 27 的 结 黑 校 验 系统 
0 —8]1 0 
E 0i0 1 
o 000 
0 0o00 
M= p oit 0] 
ÉJ EFA ATE, 
9. 29， 者 习题 4 28 AREA EAR PER E AES DRE: 
AEST 


9.30. WHE W: Mir BI nn m ET OX] 
*" 367 + 
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CA PEETR £4) 
dí, 


9.31. WEM 满足 抑 阵 微分 方程 [对 看 (9. 5-20) 式 ] 
SM CaL. in 5) LL CCTC.LATM4-MA] 
1 


—BB'-AW,--W,AT Walin t) =0 


9.32. HAAA 9.31 HEMS. 5-6 dE LIB ACT ARER 3 — E 


9.33. okÍPXEEEDNEABER : 


] : 
Hi 一 # 十 1 s31] 
一 ] 1 
! f$q4-1) 48-2) &8d-2. 
的 一 个 实现 . 
9.34， 在 (9.5-10} 式 中 以 Hs 代替 及,， 考 宕 可 控制 性 的 必要 和 充分 繁 
fh. ERKI | 
Hz(t,, DAZD LS ESL 
等 从 于 条 件 


H? (fea t)y 50 ly p yu 

[提示 : 利用 恒等式 DOG, tOG US D —O 0. ] 
9.35. SAFE. 5-1) 给 出 的 时 变 系 统 。 假设 ACIDO 和 BC) Z2 TR 
2s—2EÀn—i1icEPERISERES. Wt 
Q—[B, B, -- B, 

Hon 

B=—AB B,  i—2,3,-4m 
B B,-B. WEE (9. 5 一 起 由 的 系统 在 时 刻 如 是 完全 状态 可 控制 的 充分 
AIETE 01,4 mE s, GE[1965) AIEN T 37 A 5 B Boc E 
解 折 函数 , XX AA HEADERS ) 进 行 如 下 :， 设 对 幕 个 (01, QUE EE, 但 此 
系统 不 是 完全 状态 可 控制 的 ,和 干 是 造成 矛盾 ， 若 系统 不 是 完全 可 控制 的 , 则 
按 习 题 9. 34 的 条 件 , 存在 关 0 使 得 
了 EC DA=0 >h 


B^(t)0" (t, 04-0 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory" 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


[B^" (4,, 0 HB br (t, 114-0 


现在 
dD 41). eu AR 
因此 有 


(B— AB) "d? (1, 1294—BIy—90 
HA y-07(0,, 0X AR Biy Ha, IB 
By=0 3 i-1,2,-,^ 
现在 得 出 结论 : 因为 对 一 切 (4. 8 yA, 条 件 By —U 5 QE in hR 
X JB. 
9. 36， 利 用 对 但 原理 及 习题 9.35 的 结果 建立 一 个 决定 时 变 系统 可 观测 
EEA, 
9.37. 利用 习题 9. 35 的 结果 建立 一 个 决定 定常 一 性 对 就 状态 可 控制 性 
BUE, 5A o9. 4-3 比较 之 . | 
9.38. 利用 可 其 9. 35 (EE SI REL 9.36) fig i5 LESE SI E 9. 28 中 系统 的 可 
观测 性 , EE 9m O(7)E t Io PERI, 


a 35569 a 
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附录 E > 变换 简 表 


在 (8.6-2) 式 中 定义 2 变换 为 出 


SEE OA FG) a THD = GE] urn 


其 中 
f'- S'fGry)éQ — im 
i =0 
ET BE EDU. 
Fo GET T CEU 
àCE— nT) GB Br Bk pee t) gn 
HdOIC 13:13 1-9 d 
Tz 
E {z— 1} 
"E T*z(z--1) 
(z-1)?* 
FL: kd 
z—g7aT 
í z sin c 
ima zi—D2zt60s5oT 十 工 
CO ee z(z—cosoT) 


z!—2zc080T 4-1 
mm m im ct p Rr ———————À— —U— 


oo — 
(D J. R. Ragazzini and G. F. Franklin, Sampled -datg Contral Sye- 
tema, McGraw-Hill Book Company, New York, 1958. 


e $70 ^ 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory" 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


附录 IV Eit-E&eI RA EREN 


75 SOS TTC ART k= Ax 的 特征 方程 
[SI — A] —b,8*-- b, .8* 1 E bus bo —0 (1) 

如 果 A 的 将 征 值 有 负 实 部 , 即 Red;<<0, 则 系统 是 新近 稳定 的 罗 
2X -Æ REA (Routh-Hurwitz) 稳定 性 准则 名 提 供 了 一 个 利用 方 
EOE IARE HATIR 定性 下 列 SED 
成 立 : 

(D) —HJ 5,70 2 — E] 5,0, 

(ii》 下 表 中 第 一 列 的 一 切 项 必须 同 号 . 


n bn Da-i b. b.-a 
n—1 Dba.i b, s ba-g bh. 7 is 
E—32 C4 Ct Ca 
#—3 d G1 

1 Ji 

ki 
其 中 
C bai1bs ca bab. a 
] 一 

"-1 
€; 和 

Da-i 
€; _ Bb._1bn_s— Pabn 

bai 


I TTEPTEEITTIITIMEIPFTEIEN 


T L J. D'Azzo and C. IT. Houpis, feedback Control Sysicm | Anatg- 
Hs Gad Sssihesia,2d ed., McGraw-Hill Book Company, New York, 1568. 
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u C104 3 — D, 10; 
d, = LPen., 
€1 


d 04b. 8 — D, 68 
az 一 一 -一 -一 一 -一 
^T 


d DB 4 — 54 404 
Je aer meli 
C; 


这 个 格式 可 继续 到 一 切 项 都 计算 出 求 ， 要 注意 1 和 0 行 各 只 含 一 
项 ， 再 者 ， 此 淮 则 表 并 具有 正 实 部 的 特征 值 的 个 数 举 于 第 一 列 中 
符号 改变 的 次 数 , | 

作为 例子 , 考察 多 项 式 

3 -- a5? -- a,s - d, —0 

ReA,«0 fi 2s fF E 

(i) d;20,2,70,0a,7»0, 因为 a=], 

(ii) 从 表 


78 UA, BR PF CO 9b 
830,7 700. D 
tia 
FARAH P E HEURE 准则 可 以 提供 一 个 关 于 请 近 稳 
定性 的 简易 判定 法 . 
e 3725 
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加 B 


ir Center 

分 界线 Separatrix 

Þe Decomposition 
执 大 空间 的 分 解 of the state space 
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